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— FEin einfacher Taschenrechner ist erlaubt. —

— Unterlagen: eigene VO-Skripten und ein handgeschriebener A4-Schummelzettel. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME T Vorname T Studium / Matr. Nr.

Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung bei der Ausarbeitung auf Papier dienen ausschlief3lich die
in die entsprechenden eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen

und tragen Sie dann erst Ihre L6sung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. o



e Aufgabe 1.
a) (2 Punkte) Gegeben seien zwei Unterrdume des Vektorraums V = R®,

U:{mER5:x2—x1—x3—x4:0}
W={zeR :z1+23=0, 25—325=0, 225—3z4=0}

Finden Sie jeweils eine Basis sowie die Dimension von U und W.

Wir fangen mit U an. Da es nur durch eine Gleichung definiert ist, konnen wir sogleich 4
Elemente durch Konstanten ausdriicken. Wir wéhlen z; = o, 23 =, x4 =7, und fiir das
nicht vorkommende x5 = §. Damit ist x5 = a + [ + 7, und wir kénnen den Vektor u € U
schreiben als

« 1 0 0 0
a+ [+ 1 1 1 0
U= 15} =al|l0|+8|1]+~v]04+6]0
v 0 0 1 0
) 0 0 0 1
Die Basis und die Dimension lauten dann
1 0 0 0
1 1 1 0
By = 0]; 11; 0]; 0 ,  dimU =4.
0 0 1 0
0 0 0 1

Da z3 und x4 nur in der ersten Gleichung vorkommen, setzen wir z; = «. Fiir die letzten
beiden Gleichungen wéhlen wir x5 = § und erhalten xy = 35, x4 = 25. Wir schreiben
wieder einen allgemeinen Vektor an

o 1 0
30 0 3

w=|—-a|l=a|-1|+8]0
20 0 2
15} 0 1

Die Basis und die Dimension sind somit
1 0
0 3
By = —11; 0 ,  dimW =2.

0 2
0 1




b) (1,5 Punkte) Finden Sie nun eine Basis fiir den Durchschnitt der zwei Unterrdume U N W und
bestimmen Sie die Dimension.

Ein Vektor aus dem Durchschnitt zweier Unterrdume erfiillt gleichzeitig die Bedingungen
beider Raume. Wir fassen also aus a) zusammen

UﬂW:{mER5:x2—x1—x3—x4:0, r1+23=0, 29— 315 =0, 2x2—3x4:O}.

Wir haben somit das Gleichungssystem

—r1 Ty —X3 —T4 =0

1 +x3 =
To —2x5 =0
329 —2x4 =0

Aufgrund der zweiten Gleichung folgt, dass —x; — x3 = 0. Wenn wir das in die erste
Gleichung einsetzen und mit der letzen und vorletzten vergleichen, konnen wir schlieffen

3
51’4—1‘4:0 = =0 = x5=0.

Es bleibt nur die zweite Gleichung. Wir wihen x; = «. Dadurch ist ein Vektor w € UNW
gegeben als

1
0
w=q«o| —1
0
0
Die Basis besitzt somit nur ein Element
1
0
BUOW = —1 y dim (U N W) = 1.
0

0




¢) (2,5 Punkte) Die Unterrdume U und W schneiden sich auf einer Geraden in der z;-z3-Ebene. Er-
mitteln Sie die Dimension fiir die Summe U + W mit dem Dimensionssatz fiir Unterrdume, und
iiberpriifen Sie Thr Ergebnis, indem Sie auch fiir U + W eine passende Basis finden.

Mit dem Hinweis zum Schnittpunkt der zwei Unterrdume oder mit dem Ergebnis von
Aufgabe b) wissen wir, dass dim (U N W) = 1. Wir setzen die Ergebisse aus a) in den
Dimensionssatz ein

dim (U 4+ W) = dim (U) 4 dim (W) — dim (UNW) =442 —1 =5,

Die Summe U 4+ W wird von der Linearkombination der Basen aus a) aufgespannt
U + W — £ (’u'la U2, U3, Uy, W1, w2) .

Da sowohl U als auch W Unterrdume von R® sind, kénnen diese 6 Vektoren nicht linear
unabhéngig sein.

Wir iiberpriifen zuerst den Basisvektor w; = | —1 | auf lineare Abhéngigkeit mit den
0
0
Basisvektoren von U. Hierbei handelt es sich um einen Basisvektor des Durchschnittes
U N W. Dieser kann also mit der Basis von U konstruiert werden und ist somit linear
abhéngig beziiglich dieser Basis. Eine kurze Rechnung fiithrt auf das gleiche Ergebnis.

0

Wir betrachten folglich den Vektor wy = . Damit die Linearkombination 0 ergibt, muss

—_= NN O W

gelten
)\1'11,1 + )\Q’UIQ + )\3U3 + )\4’11/4 + /\5’[1)2 =0.

Das ergibt das Gleichungssystem

)\1 - O

At A A3 +3Xs =0
/\2 =

)\3 2)\5 — 0




Daraus folgt, dass Ay = 0 und Ay = 0. In die zweite Gleichung eingesetzt, ergibt das
A3 4+ 35 = 0. Verglichen mit der vierten und fiinften Gleichung, kénnen wir schliefen, dass
)\5 - )\3 - )\4 = 0.

Da alle Koeffizienten \; = 0 sind, sind die Vektoren linear unabhéngig und die Basis fiir
U 4+ W lautet

BU+W = s dim (U + W) =b.

OO O =
OO == O
o~ O~ O
_— o O O O
— N O WO

Aus dem Dimensionssatz ergibt sich

5=4+2-1.




e Aufgabe 2.

Das folgende lineare Gleichungssystem mit o € R ist gegeben.

(v —2)xy + w9

3252

«

6

(200 — 4)xy + (a— 1)z 200 — 3
a) (0.5 Punkte) Bestimmen Sie die Koeffizientenmatrix A und die Inhomogenitit b des linearen Glei-
chungssystems.

Die Koeffizientenmatrix und die Inhomogenitét des linearen Gleichungssystems lauten wie
folgt.

a—2 1 0 a
= 0 3 0 , b= 6
20—4 0 a—1 200 — 3

A

b) (3 Punkte) Unter Verwendung des Gauf-Algorithmus erhélt man folgende reduzierte Matrixdarstel-
lung der erweiterten Matrix

a—2 0 0 o—2
(A|b) = 0 3 0 6
0 0 ao—1 1

Fiir welche Werte von « besitzt das Gleichungssystem keine Losung, eine eindeutige Losung und
unendliche viele Losungen? Begriinden Sie Thre Ergebnisse ausfiihrlich!

Wir kénnen folgende Félle unterscheiden
e a = 1: Rang(A) = 2,Rang(A|b) = 3 — Rang(A) # Rang(A|b)
e a = 2: Rang(A) = Rang(A|b) =2
e o € R\{1,2}: Rang(A) = Rang(A|b) =3 .

Fiir den Fall & = 1 hat das Gleichungssystem keine Losung, da Rang(A) # Rang(A|b). Fiir
a = 2 ergibt sich eine eindimensionale Losungsschar mit unendlich vielen Losungen. Fiir alle
anderen Félle, also fiir a € R\{1, 2}, existiert eine eindeutige Losung abhéngig von a.




c¢) (2.5 Punkte) Losen Sie das lineare Gleichungssystem fiir alle losbaren Félle aus Unterpunkt b) in
Abhéngigkeit von a. Bestimmen Sie dafiir die allgemeine Losung fiir die unterschiedlichen Fille und
geben Sie fiir den Fall unendlich vieler Losungen auch explizit den Kern(A) und dessen Dimension
an!

e Fall. a =2
Fiir diesen Fall gibt es unendlich viele Losungen, also bestimmen wir die allgemeine
Losung, indem wir den Kern der Koeffizientenmatrix A und eine beliebige
Partikuliarlosung der Gleichung Az = b bestimmen.

0 0 00
0 3 06
0 0 1|1

Aus diesem Gleichungssystem folgt xo = 2 und z3 = 1. Allgemein gilt, dass der
Kern(A) die Losung des homogenen Gleichungssystems, also von Az = 0, ist. Weiters
gilt, dass die Dimension des Kerns gleich der Anzahl der Unbekannten minus des
Rangs von A ist, also dimKern(A) = n - Rang(A).

Wir wihlen x; = s und geben die allgemeine Losung des Gleichungssystems an

1
+s10], seR,
0

1
0], seR, dimKern(A)=1.
0

mit Kern(A) =s

P N P =




o Fall: o € R\{1,2}
Fiir diesen Fall gibt es eine eindeutige Losung und das bereits umgeformte
Gleichungssystem sieht wie folgt aus

(a—2)zy =a—2,
31’2:6,
(06—1)563:1.

Da wir den Fall a € R\{1,2} behandeln, darf die erste Zeile durch a — 2 und die dritte
Zeile durch o — 1 dividiert werden, was die folgende eindeutige Losung des
Gleichungssystems ergibt

a € R\{1,2}.

8
I
- o =

a—1




e Aufgabe 3.

Sei V = R?*2 der Vektorraum aller 2 x 2 Matrizen iiber R.

a) (2.5 Punkte) Zeigen Sie, dass B gegeben durch

R (i NERA N ER)

eine Basis von R?*? darstellt. Argumentieren Sie ausfiihrlich.

Die Linearkombination sy By + s9Bs + s3Bs + s4B4 = 0 ergibt

0 5 1 -9 9 1 9 1 00
51(1 2>+32(0 3)+33<—1 —2)+34(—1 3):(0 0)

und somit die Matrizengleichung
I I\ [—sy+2s3+2s4 551 —2s3+s3—s4\ (0 O
111 1v ) S] — 83— 84 28, +389—2s53+3s4) \0 O
I +2I1] = sy = 2s;. Durch Einsetzen in Gleichung 11 erhdlt man s, = s1 + s3. Aus weiterem
Einsetzen der beiden Ergebnisse in Gleichung I 11 ergibt sich s3 = 0. Letztendlich erh&lt man
durch Einsetzen in Gleichung IV s; = 0 und somit s, = s, = 0. Da dim R?*? = 4 gilt und die

4 Basiselemente wie oben gezeigt linear unabhénging sind, kann mithilfe von { By, By, Bs, B4}
jede beliebige Matrix aus dem R?*? gebildet werden, weswegen B eine Basis bildet.




b) (1.5 Punkte) Bestimmen Sie fiir den Koordinatenvektor [A]g = (2, —3,1,4)T die dazugehorige Matrix
A. Ist dies der einzige Koordinatenvektor, mit dem sich die Matrix A mithilfe von B darstellen l&sst?
Begriinden Sie anhand von a).

Die Matrix A wird mittels Linecarkombination der Basisvektoren berechnet.

0 5 -1 -2 2 1 2 -1
A25131+8232+5383+84B4:2(1 2)-3(0 3)+(_1 _2)+4(_1 3>

Durch ausmultiplizieren und addieren erhalten wir

13 13
=57

Da wir in a) gezeigt haben, dass es sich bei B um eine Basis des Vektorraumes V' handelt,
deren Dimension dim B = 4 betrégt, kann [A|p nur der einzige Koordinatenvektor sein, mit
dem die Matrix A mithilfe der Basis B dargestellt werden kann.




c¢) (0.5 Punkte) Wie viele Elemente besitzt eine Basis des Vektorraumes W = R7*3?

Die Dimension von W lautet dim W = 21, somit konnen in W genau 7 % 3 = 21
Basiselemente eine Basis bilden.

(d) (1.5 Punkte) Begriinden Sie, warum die Menge der (2 x 2)-Matrizen mit der iiblichen Multiplikation
(R**2.) ein Monoid bildet. Ist dieses kommutativ?

Fiir ein Monoid benétigen wir eine Halbgruppe und ein neutrales Element.

(i) Assoziativitiit: VA, B,C € R*?: (A-B)-C=A-(B-0O)

Matrizen ausmultiplizieren und Ergebnisse vergleichen.

(ii) neutrales Element: 3E € R**? VA € R¥*?: A- E = A.

. 10
Sei £ = (O 1).
(G111 a2 1 0 .
A-B= (@21 (122) <0 1> =4
(iii) Kommutativitéit: Nein, Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ. Gegenbeispiel:
0 1) (0 0)_ (10
0 0 10/ \0 O
0 0y (0 1) _ (00
10 0 0/ \0 1




