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e Aufgabe 1.
a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Vorschrift

(x,y) = 22191 + Ty + T3y3 + Tays

ein inneres Produkt auf dem Vektorraum V = R* definiert.

Es gilt

(x,y) ==

S O O N
o O = O
O = OO
_ o O O

Die Linearidt im ersten Argument und die Symmetrie lassen sich mit wenigen
Rechenschritten iiberpriifen. Die Definitheit gilt wegen

20 + a2+ a2 +22>0 und 222+ 2l 42l 4+l =0s =0,

da die Summe von Quadraten genau dann 0 ist, wenn jeder Summand 0 ist.

b) (4 Punkte) Der Vektorraum V = R* sei mit dem inneren Produkt aus a) versehen. Bestimmen Sie
eine Orthonormalbasis fiir den Unterraum

1 1 0
0 1 0
U=L 11711111
0 0 1
Wir wenden das Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren an.
wi = uy mit U = L{u, us, us},
o <u27 wl)
Wy = Uy — ——
<w17 w1>
ws = Uz — <u37 'UJ1> <u37 w2> ws.
<w1, ’w1> <w2, ’w2>
Wir berechnen nun ws:
(w,w)) =2-1*+0+1*4+0 =3,
<'U;2, w1> - 37
1 1 0
W — e — §w Sl oo 1
0 0 0




Nun berechnen wir ws:

<w27 'lU2> - ]-7

<u3,w1> =1,

(u3,w2): ’
0 1 0 ~1/3
1 0 ol 1fo 1 0
ws =z —gwi—gwe= |y o | T0 g [T g
1 0 0 1

Um die gewiinschte Orthonormalbasis zu erhalten, miissen wir die Vektoren noch normieren.

Dazu berechnen wir |Jw, || = v/{wy, w,) = V/3, |ws|| = 1, ||ws| = 1/5/3 und erhalten:

1
b w1 1 0
1= 757 0= = )
Jwil| V3 (1
0
0
w»- 1
by=r 2=
Jwal| {0
0
~1/3

b — w3 o \/? 0
P ] 5| 2/3
1




e Aufgabe 2. Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem der Form:

—2$1 — Cxg +cr3 = b1
Cr, — 31‘2 - 21’3 = bg
cry1 + Cx3 = bg

mit dem Parameter ¢ € R.

a) (2 Punkte) Schreiben Sie dieses Gleichungssystem als Matrixgleichung Az = b mit
x = (21,72, 73)7 € R und b = (by, ba, b3)” € R um.

Argumentieren Sie mithilfe der Determinante, fiir welche ¢ € R die Matrix A regulér ist.

Das Gleichungssystem lédsst sich schreiben als Ax = b mit der Koeffizientenmatrix

-2 —c c by
A= ¢ —3 —2 | und der Inhomogenitdt b= | by
c 0 c b3

det A(c) = c(c+2)(c+3) = Fiir c € R\ {0, -2, —3} ist die Koeffizientenmatrix A regulér.




b) (2,5 Punkte) Betrachten Sie den Fall ¢ = —2. Fassen Sie die Matrix A als lineare Abbildung
0 :R?* = R3 p(x) = Az beziiglich der kanonischen Basis auf.

Gegeben sei eine weitere Basis B des Vektorraumes R3:

1\ /1\ /1
B=!1|o].|1],]1
o/ \o/ \1

Berechnen Sie die Darstellung der linearen Abbildung [¢(B)]g beziiglich der Basis B.

Verwende folgende Formel zur Berechnung der linearen Abbildung ¢ beziiglich der Basis B:

lo(B)|g =Tgl¢(E)ETEB.

Die Matrizen [¢(E)|g und Tk, g berechnen sich zu:

-2 2 =2 11 1
p(E))g=A=| -2 =3 -2 |, Tgep=| 0 1 1
-2 0 -2 0 0 1

Berechne nun Tr. g:

1 1 1/1 00\ 2= /1001 =1 0
01 1/010|=2=]l010/0 1 —1
00 1[0 01 00 1l0 0 1
1 -1
=1g.,g=1 0 1 —
0 0
1 -1 1 -2 2 -2 111 0 5 5
= [pB)g=10 1 -1 -2 -3 -2 011 ]= 0 —3 -3
0 1 -2 0 =2 00 1 -2 -2 —4




¢) (1,5 Punkte) Gegeben sei der Vektor v = (1,0, 1). Berechnen Sie [Av] g auf zwei verschiedene Arten:

(i) unter Verwendung von [¢(E)]g,
(ii) unter Verwendung von [¢(B)]p.

1. Art:
2 2 -2\ /1 )
[Av]e = [p(E)|g[v]e = -2 -3 -2 0]l =1 -4
—2 0 -2 1 —4

2. Art:

O O =
O = =

SRIeE Sl




e Aufgabe 3. Gegeben sei die Matrix

3 -1 -1
A= 1 0 -1
-2 5 4

a) (1,5 Punkte) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und vereinfachen Sie so weit wie moglich.
Mithilfe welcher Gleichung erhalten Sie nun die Eigenwerte der Matrix A? Geben Sie diese an, die
Eigenwerte sind nicht zu berechnen.

3—X -1 —1 2—X —1+Xx 0
(A= NI = 1 X -1 | == 1 A -1
-2 5 4-) -2 5 44—

Mithilfe des Laplace’schen Entwicklungssatzes erhalten wir
det(A—X)=pN)=2-ANAMA=4)+5) - A=) (4 - —2)=—(A—2*\—23).
Die Eigenwerte erfiillen die Gleichung

p(A) = 0.




b) (3,5 Punkte) Die Eigenwerte der Matrix lauten A\; = 2, Ay = 3. Geben Sie ihre algebraischen und
geometrischen Vielfachheiten an und berechnen Sie die Eigenvektoren und ggf. Hauptvektoren.

/\1:2:n1:2
1 -1 -1 2 0 1
(A=M\I)-v® =0 1 -2 -1 v, | =10 |=2v®W=s]0
-2 5 2 V3 0 1
1
s:=1: oM = 0
1

Wegen ny = 2 und ¢g; = 1 miissen wir den dazugehoérigen Hauptvektor bestimmen.

1 -1 -1 ha 1 2 1
(A—=XMI)-h® =@ . 1 -2 -1 he | =10 |=h®=11]+s|0
-2 5 2 hs 1 0 1
2
s:=0: hAM=1|1
0
/\2:3:n2_1
0 -1 —1 vy 0 —2
(A=XI)- 0P =0 1 -3 -1 v, | =10 |=2v®@=s| -1
-2 5 1 Vs 0 1
-2
si=1: 0@ = —1
1

Wegen ny = go = 1 miissen wir keinen Hauptvektor bestimmen.

c¢) (1 Punkt) Geben Sie die Jordan’sche Normalform J und jene Transformationsmatrix X an, fiir die
AX = X J gilt,

300 -2 1 2
J=10211], X=| -101
0 0 2 1 10
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e Aufgabe 1. Gegeben sei die Matrix

A 0 1 -1

-1 -1 3

a) (1,5 Punkte) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und vereinfachen Sie es so weit wie
moglich. Mithilfe welcher Gleichung erhalten Sie nun die Eigenwerte der Matrix A? Geben Sie diese
an, die Eigenwerte sind nicht zu berechnen.

5—A 4 2
(A=) = 0 1-x -1

Mithilfe des Laplace’schen Entwicklungssatzes erhalten wir
det(A—X)=pA\) =1 =XN)(5-AB=A)+2)+1(=1(6 =N +4) = (1 — A\)(\ — 4)>.
Die Eigenwerte erfiillen die Gleichung

p(A) = 0.
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b) (3,5 Punkte) Die Eigenwerte der Matrix lauten A\; = 1, \y = 4. Geben Sie ihre algebraischen und
geometrischen Vielfachheiten an und berechnen Sie die Eigenvektoren und ggf. Hauptvektoren.

/\1:1:n1:1
4 4 2 vy 0 —1
(A=M\I)-v® =0 0 0 =1 |-lwl|l=[0]=2vW=s| 1
-1 -1 2 Vs 0
—1
si=1: M= 1
0

Wegen n; = g; = 1 miissen wir keinen Hauptvektor bestimmen.

/\2:4:n2:2
1 4 2 vy 0 2
(A= XI)-v® =0: 0 =3 =1 ]-lwv|=|0]=2v@=s|1
-1 -1 -1 Vs 0 —3
2
si=1: o® = 1
-3

Wegen ny = 2 und g, = 1 miissen wir den dazugehorigen Hauptvektor bestimmen.

1 4 2 hy 2 4 2
(A=XI)- B =@ | 0 -3 <1 |- h |=| 1 |=m®=[ 0 |+s| 1
-1 -1 -1 hs -3 -1 -3

4

s:=0: h®= 0

—1

¢) (1 Punkt) Geben Sie die Jordan’sche Normalform J und jene Transformationsmatrix X an, fiir die
AX = XJ gilt,

<
I
o O =
O = O
= = O
I
—_
—_
(@]
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e Aufgabe 2. Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem der Form:

—2x1+cro+crs =b
cxy1 + cxs3 = b,
cry —3xy — 23 = b3

mit dem Parameter ¢ € R.

a) (2 Punkte) Schreiben Sie dieses Gleichungssystem als Matrixgleichung Az = bmit = (21, x9, 23)7

R3 und b = (by, by, bs)T € R® um.

Argumentieren Sie mithilfe der Determinante, fiir welche ¢ € R die Matrix A regulér ist.

S

Das Gleichungssystem lédsst sich schreiben als Ax = b mit der Koeffizientenmatrix

-2 c c by
A= ¢ 0 ¢ | und der Inhomogenitat b= | by
c —3 —2 bg

det A(c) = c(c+2)(c — 3) = Fiir c € R\ {0, -2, 3} ist die Koeffizientenmatrix A regulér.

12




b) (2,5 Punkte) Betrachten Sie den Fall ¢ = —2. Fassen Sie die Matrix A als lineare Abbildung
0 :R?* = R3 p(x) = Az beziiglich der kanonischen Basis auf.

Gegeben sei eine weitere Basis B des Vektorraumes R3:

1\ [0\ /1
B=!1|o].|1],]1
1/ \o/ \o

Berechnen Sie die Darstellung der linearen Abbildung [¢(B)]g beziiglich der Basis B.

Verwende folgende Formel zur Berechnung der linearen Abbildung ¢ beziiglich der Basis B:
[p(B)lp = TpEelo(E)ETEB-
Die Matrizen [¢(E)|g und Tk, g berechnen sich zu:
-2 =2 =2 1 01
-2 -3 =2 1 00
Berechne nun Tg. g:
1 01]/1 00 1 0 0/0 0 1
01 1{010 ™01 1/010 |2
1 0 0/0 0 1 10 1(1 00
1 00(00 1 100 00 1
01101 o]=2=(010[-11 1
00 1|1 0 —1 00 1] 1 0 —1
00 1
=Tg.g=[ -1 1 1
1 0 —1
00 1 -2 =2 =2 1 01 —4 -3 -5
=[eB)lp=[ -1 1 1 -2 0 =2 011 ])]=|-4 -1 -3
1 0 —1 -2 -3 -2 1 00 o 1 1

13



¢) (1,5 Punkte) Gegeben sei der Vektor v = (0,1,0)7. Berechnen Sie [Av] g auf zwei verschiedene Arten:

(i) unter Verwendung von [¢(E)]g,
(ii) unter Verwendung von [¢(B)]p.

1. Art:
-2 =2 =2 0 —2
[Avlg = [¢(E)lplv]le=| -2 0 =2 ) [1])=1]0
-2 =3 =2 0 -3

2. Art:

[Av]g = Tg. B[Av]B = T Bl9(B)|B[v|B = TE B[P(B)|BTB: E[V]E =

1 01 -4 -3 =5 00 1 0 —2
=1 011 -4 -1 =3 -1 1 1 11=120
1 00 0o 1 1 1 0 —1 0 -3
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e Aufgabe 3.
a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Vorschrift

(x,y) = 191 + 202y + T3Y3 + T4ys

ein inneres Produkt auf dem Vektorraum V = R* definiert.

Es gilt

(x,y) ==

S O O
S O N O
O = OO
_ o O O

Die Lineariat im ersten Argument und die Symmetrie lassen sich mit wenigen
Rechenschritten iiberpriifen. Die Definitheit gilt wegen

T+ 205+ a3+ 27 >0 und 25 + 225+ 25+ 2] =0 x =0,

da die Summe von Quadraten genau dann 0 ist, wenn jeder Summand 0 ist.

b) (4 Punkte) Der Vektorraum V = R* sei mit dem inneren Produkt aus a) versehen. Bestimmen Sie
eine Orthonormalbasis fiir den Unterraum

0 1 1
1 1 0
U=L 017111710
0 0 1
Wir wenden das Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren an.
wi = uy mit U = L{u, us, us},
o <u27 wl)
Wy = Uy — 7+
<w17 w1>
ws = Uz — <u37 'UJ1> <u37 w2> ws.
<w1, ’w1> <w2, ’w2>
Wir berechnen nun ws:
(w,w)) =0+2-1>+0+0 =2,
<'U;2, w1> - 27
1 0 1
SRR SN B N B
R ol |1
0 0 0

15




Nun berechnen wir ws:

<w27 'lU2> - 27

<u3,w1> =0,

(u3,w2): ’
1 0 1 1/2
'lU3:’U/3—9wl—l'lU2: 0 -0 1 I R U
2 2 0 0 2|1 —1/2
1 0 0 1

Um die gewiinschte Orthonormalbasis zu erhalten, miissen wir die Vektoren noch normieren.

Dazu berechnen wir |Jw, || = v/{w1, w1) = V2, ||ws|| = V2, |[ws]| = +/3/2 und erhalten:

0
b w1 1 1
1= 170 = )
lwn]] - v/2 10
0
1
b w»- 1 0
2= 9. .0 = )
[wal V2| L
0
1/2
b — w3 _\/5 0
P ] 3| —1/2
1

16
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e Aufgabe 1.
a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Vorschrift

<5'37 y> = 2191 + T2y2 + 223Y3 + T4Y4

ein inneres Produkt auf dem Vektorraum V = R* definiert.

Es gilt

(x,y) ==

S O O
o O = O
S NN OO
_ o O O

Die Lineariat im ersten Argument und die Symmetrie lassen sich mit wenigen
Rechenschritten iiberpriifen. Die Definitheit gilt wegen

pi+as+ 205+ 25>0 und 23 +a5+2205 ;=082 =0

da die Summe von Quadraten genau dann 0 ist, wenn jeder Summand 0 ist.

b) (4 Punkte) Der Vektorraum V = R* sei mit dem inneren Produkt aus a) versehen. Bestimmen Sie
eine Orthonormalbasis fiir den Unterraum

1 1 1
0 1 0
U=L 11711111
1 1 0
Wir wenden das Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren an.
wi = uy mit U = L{u, us, us},
o <u27 wl)
Wy = Uy — ——
<w17 w1>
ws = Uz — <u37 'UJ1> <u37 w2> ws.
(wr,w) L (ws, ws)
Wir berechnen nun ws:
(wy,w)) =12 +0+2-12+1% =4,
<u27 w1> - 47
1 1 0
o — %'w e é o] |1
1 1 0

18



Nun berechnen wir ws:

<w27 'lU2> - ]-7

<u3,w1> =3,

(u3,w2): ’
1 1 0 1/4
3 0 ol 3fo 1 0
ws =g —gwr—gwe = | =g | T 0 g [T
0 1 0 —3/4

Um die gewiinschte Orthonormalbasis zu erhalten, miissen wir die Vektoren noch normieren.

Dazu berechnen wir ||wi|| = \/(wy, wy) = 2, [Jws]| = 1, [Jws]| = \/3/4 und erhalten:

1
w1 1 0
b = — = — s
o] 2|0
1
0
Wy 1
b2_ = )
Jwof |0
0
1/4
b — w3 _\/Z 0
7 Jlws]] 31 1/4

—3/4

19




e Aufgabe 2. Gegeben sei die Matrix

0 1 -1
5 4 2
-1 -1 3

A

a) (1,5 Punkte) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und vereinfachen Sie so weit wie moglich.
Mithilfe welcher Gleichung erhalten Sie nun die Eigenwerte der Matrix A? Geben Sie diese an, die
Eigenwerte sind nicht zu berechnen.

-A 1 -1 —-A 1 -1
A== 5 4-x 2 R 54—\ 2
-1 -1 3-A —1-Xx 0 2-X
Mithilfe des Laplace’schen Entwicklungssatzes kommt man auf
det(A— X)) =p\) = —-A+1)2+4—=N)+2-N)(-A4—-A) =5 =—-A+1)(A—4)~

Die Eigenwerte erfiillen die Gleichung

p(A) = 0.

20



b) (3,5 Punkte) Die Eigenwerte der Matrix lauten A\; = —1, Ao = 4. Geben Sie ihre algebraischen und
geometrischen Vielfachheiten an und berechnen Sie die Eigenvektoren und ggf. Hauptvektoren.

/\1:—117’L1:1

1 1 -1 vy 0 —1
(A=M\I)-v® =0 5 5 2 |- lwl|l=(0]=2vW=s| 1
—1 —1 4 V3 O
—1
s:i=1: oM™= 1
0

Wegen n; = g; = 1 miissen wir keinen Hauptvektor bestimmen.

/\2:4:n2:2
—4 1 —1 (%1 0 -2
(A= XI)-v® =0: 5 0 2 |-|lwv]|l=(0]|=2v®=s -3
-1 -1 -1 U3 0 5
—2
s:=1: 0@ = -3
5

Wegen ny = 2 und g, = 1 miissen wir den dazugehorigen Hauptvektor bestimmen.

—4 1 -1 hy —2 0 L
A=2D) R® =@ 5 0 2 | [ h|=| -3]2m®=| -3 |+s| 3
-1 -1 -1 hs 5 3 _5
2 2
1
si=1: h®=1[ -2
—4

¢) (1 Punkte) Geben Sie die Jordan’sche Normalform J und jene Transformationsmatrix X an, fiir die
AX = X J gilt,

0 1 -2 1
1], x=| 1 -3 -2
4 0 5 —4

21



e Aufgabe 3. Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem der Form:

cxr1 + cxs3 = bl
=3z +cxg +cx3 = by
Cr1 — 2[E2 — 3333 = b3

mit dem Parameter ¢ € R.

a) (2 Punkte) Schreiben Sie dieses Gleichungssystem als Matrixgleichung Az = bmit = (1, xq, 23)T €
R3 und b = (b, by, b3)T € R um. Argumentieren Sie mithilfe der Determinante, fiir welche ¢ € R
die Matrix A regulér ist.

Das Gleichungssystem lédsst sich schreiben als Ax = b mit der Koeffizientenmatrix

c 0 c by
A= -3 ¢ ¢ | und der Inhomogenitidt b= | b,
c —2 —3 bg

det A(c) = —c(c —2)(c+3) = Fiir c € R\ {0,2, —3} ist die Koeffizientenmatrix A regulér.

22



b) (2,5 Punkte) Betrachten Sie den Fall ¢ = 2. Fassen Sie die Matrix A als lineare Abbildung ¢ : R® — R?
beziiglich der kanonischen Basis auf.

Gegeben sei eine weitere Basis B des Vektorraumes R3:

1\ [0\ /1
B=Z1|lo].|1],]1
o/ \o/ \1

Berechnen Sie die Darstellung der linearen Abbildung [¢(B)]g beziiglich der Basis B.

Verwende folgende Formel zur Berechnung der linearen Abbildung ¢ beziiglich der Basis B:
[p(B)]s = Tp5l¢(E)TEB.
Die Matrizen [¢(E)|g und Tg. g sind leicht zu erkennen:
2 0 2 1 01
p(E))g=A=| -3 2 2|, Tgep=| 011
2 —2 -3 00 1
Berechne nun Tr. g:
1 011 00\ =n-=2s/100]10 -1
011010201001 -1
00 1/0 01 00 1/0 0 1
1 0 —1
= 1TB g = 01 —1
00 1
10 —1 2 0 2 1 01 0o 2 7
=[eB)p= 0 1 -1 -3 2 2 011 ])]=|-5 4 4
00 1 2 -2 -3 0 01 2 =2 -3

23



¢) (1.5 Punkte) Gegeben sei der Vektor v = (1,1,0)7. Berechnen Sie [Av] g auf zwei verschiedene Arten:

(i) unter Verwendung von [¢(E)]g,
(ii) unter Verwendung von [¢(B)]p.

1. Art:

2. Art:

o = O

|
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