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Aufgabe 1 (3 Punkte). Gegeben sei eine quadratische Matrix A € R™*™. Sei \* ein Eigenwert von
A. Die geometrische Vielfachheit von A\* sei g = g(A*) € {1,2,...,n}. Die algebraische Vielfachheit
von \* sei a = a(\*) € {1,2,...,n}.

(a) Geben Sie eine Formel fiir das zu A gehorige charakteristische Polynom p(\) an.
(b) Kann g < a gelten? Begriinden Sie Thre Antwort.

(¢c) Kann a < g gelten? Begriinden Sie Thre Antwort.

Loésung zu Aufgabe 1.
e a) p(\) =det(A— \I)
e b) Ja. Es gilt sogar stets g < a.

e ¢) Ja. Das gilt im Fall g = a.
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Aufgabe 2 (2 Punkte). Gegeben sei die quadratische Matrix

74 10 0
I O R e
A=1 00 7 _7 |k
00 0 -7

(a) Geben Sie das charakteristisches Polynom von A an!

(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A sowie deren algebraische Vielfachheiten. Begriinden Sie
Ihre Antwort!

Loésung zu Aufgabe 2.
e (1.0 Punkte) p(A\) = (=7 —A\)3(3 = \)
e (0.5 Punkte) Eigenwert A\ = —T7 mit algebraischer Vielfachheit 3.

e (0.5 Punkte) Eigenwert A = 3 mit algebraischer Vielfachheit 1.
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Aufgabe 3 (3 Punkte). Die Matrix

00 1
A=|[2 0 -2 | eR¥®
51 0
hat den algebraisch zweifachen Eigenwert A = —1. Fiir A = —1 betrachte man die Matrix
1 0 1
A-X=| 2 1 -2
5 1 1

Mittels elementarer Zeilenumformungen erhilt man aus A — Al die Matrix

10 1
T=| 01 -4
01 —4
(a) Bestimmen Sie den Eigenraum E()\) zu A = —1 und dessen Dimension dim E()\). Begriinden Sie
Ihre Antwort!
(b) Bestimmen Sie einen Eigenvektor v zum Eigenwert A = —1.

Loésung zu Aufgabe 3.
e (1.0 Punkte) Eigenraum E()\) = {s(1,—4,—1)": s € R}
e (1.0 Punkte) Dimension dim E(\) = 1.

e (1.0 Punkte) Achtung: Wihle s # 0, z.B. fiir s = 1 lautet der Eigenvektor v = (1,—4,—1)T.
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Aufgabe 4 (2 Punkte). Wir betrachten

0 0 1 0 3 1 0
A= 2 0 -2 , Ul = 0 , U2 = —12 , U3 = 2 ,  Ugq = -2
51 0 0 -3 3 1
Die Matrix A hat den algebraisch zweifachen Eigenwert A = —1. Geben Sie fiir jeden der Vektoren
u1, U2, U3, U4 an, ob es sich um einen Eigenvektor zum Eigenwert A = —1, einen Hauptvektor zum
Eigenwert A\ = —1, oder um keines der beiden handelt. Begriinden Sie Ihre Antworten!

Lésung zu Aufgabe 4.

e (0.5 Punkte) Der Nullvektor u; ist per Definition weder Eigenvektor, noch Hauptvektor.
o (0.5 Punkte) ugy ist ein Eigenvektor.
e (0.5 Punkte) uy ist ein Hauptvektor erster Stufe.

e (0.5 Punkte) us ist weder noch: (A — X)uz # 0 und (A — X )?u3 # 0. Info:

10 1 6 1 2
(A-X)=| 2 1 -2 (A=X)?*=| -6 —1 -2
5 1 1 12 2 4
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Aufgabe 5 (2 Punkte). Sei A € R3*3 eine quadratische Matrix. Fiir Vektoren f, g, h € R3\ {0} sei
(A—AD)f =g, (A~ M)g=h, (A= \)h=0.

(a) Geben Sie die Jordan’sche Normalform J von A und die Transformationsmatrix X an, fiir die
die Zerlegung XJX ! = A gilt.
(b) Ist A diagonalisierbar? Begriinden Sie Ihre Antwort!

Losung zu Aufgabe 5.

A1 O
e (0.5 Punkte) J=1| 0 X 1

0 0 A
e (0.5 Punkte) X = (h,g, f)

o (1.0 Punkte) mdgliche Antworten:
+ Nein, da J keine Diagonalmatriz.
+ Nein, da geometrische Vielfachheit ungleich algebraische.

+ Nein, da die Eigenvektoren von A keine Basis des R3 bilden.
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Aufgabe 6 (6 Punkte). Gegeben ist das lineare Gleichungssystem Az = b in der Form

2 2 -1 0 1la
-1 -1 2 =3 1B

(Alv)= 1 1 -2 0 -1|~ |’
0o 0 1 1 1|96

wobei a, 5,7, € R. Elementare Zeilenumformungen fithren auf das System

-1 -1 2 -3 1 B
0 01 11 5

/ / _
(a]v)= 0 00 —3 0 B+~
0 00 0 0|la—B-3y—368

(a) Was ist der Rang von A? Begriinden Sie Thre Antwort!

(b) Welche Dimension hat das Bild von A? Geben Sie eine Basis von Bild von A an. Begriinden Sie
Ihre Antwort!

(c¢) Fiir welche Werte a, §,7,0 € R hat das Gleichungssystem Az = b eine Losung? Wann hat es
keine Losung? Begriinden Sie Thre Antwort!

(d) Wie sieht die allgemeine Losung von Az = b aus, falls sie existiert? Ist sie eindeutig? Begriinden
Sie Thre Antwort!
Lésung zu Aufgabe 6.

(a)  — (0.5 Punkte) Rang(A) = Rang(A’), weil elementare Zeilenumformungen das nicht dndern.
(0.5 Punkte) Offensichtlich hat A" den Rang 3.

(b) (0.5 Punkte) Es gilt dim Bild(A) = Rang(A) = 3.
— (0.5 Punkte) Die Spalten 1 + 8 + 4 von A’ (und somit von A) sind lin. unabh.

(0.5 Punkte) Basis korrekt hingeschrieben (von A, nicht von A’!)

(¢) — (0.5 Punkte) Das Gleichungssystem Ax = b ist lésbar, gdw. Rang(A) = Rang(Alb) gilt.

— (0.5 Punkte) Es gilt Rang(A|b) = Rang(A'|t/) aufgrund elementarer Zeilenumformungen.
(0.5 Punkte) Offensichtlich gilt Rang(A’|b') = 4 genau dann, wenn o — 3 — 3y — 36 = 0.
(0.5 Punkte) Also hat Ax = b eine Lisung, gdw. o —  — 3y — 35 = 0.

(d)  — (0.5 Punkte) Mit Dimensionsformel gilt 5 = Rang(A)+dim Kern(A), also dim Kern(A) = 2.
(0.5 Punkte) Die allgemeine Losung ist x = x, + o, wobei Az, = b und xo € Kern(A).
(0.5 Punkte) Da Kern(A) # {0}, kann die Lisung nie eindeutig sein.
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Aufgabe 7 (4 Punkte). Gegeben ist das lineare Gleichungssystem Az = b in der Form

2 2 -1 0 1la
-1 -1 2 =3 1B
(Alv)= 1 1 -2 0 -1~
0o 0 1 1 1|96

Elementare Zeilenumformungen fiithren auf das System

-1 -1 2 -3 1 B
0 01 11 5

/ / _
(a]v)= 0 00 -3 0 B+~
0 00 0 O0|la—B—-3y—36

(a) Bestimmen Sie Kern(A)? Begriinden Sie Ihr Vorgehen / IThre Rechnung!

(b) Welche Dimension hat Kern(A)? Ist Kern(A) ein Vektorraum? Begriinden Sie Thre Antwort!

(c) Was ist die Losungsmenge von Az = b fiir b = (0,6,0, —2) T ? Begriinden Sie Thre Antwort!
)

(d) Was ist die Losungsmenge von Az = b fiir b = (6,0,0, —2) " ? Begriinden Sie Thre Antwort!

Lésung zu Aufgabe 7.

(a)

(0.5 Punkte) Kern(A) = Kern(A") aufgrund elementarer Zeilenumformungen
— (0.5 Punkte) Kern(A') = {z € R® : 24, =0, z3=—z5, x2=—(21+x5)}
(b)  — (0.5 Punkte) Es gilt dim Kern(A’) = 5 — Rang(A’) = 2
— (0.5 Punkte) Natiirlich ist Kern(A) ein Vektorraum, doofe Frage!

(c) (1.0 Punkte) b = (0,6,0,—2)" fiihrt auf ¥’ = (6,—2,6,0)". Eine Partikulirlésung von Ax = b
erhdlt man durch Lésen von

-1 -1 2 -3 1| 6 8
0 0 1 1 1]-— o _

0 00 -3 0 6 | also beispielsweise x = 0
0O 00 00| O —02

Mit dieser ist die Lisungsmenge x + Kern(A)

(d) (1.0 Punkte) b = (6,0,0,—2) " fihrt auf b’ = (0,—2,0,12)7, d.h. V' ¢ Bild(A"), also b & Bild(A).
Also ist die Liosungsmenge leer.
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Aufgabe 8 (4 Punkte). Gegeben sei die Matrix
1 3 2
A=101 0
0 2 1
Berechnen Sie Eigenwerte, Eigenvektoren und Hauptvektoren der Matrix A. Bestimmen Sie die alge-
braischen und geometrischen Vielfachheiten jedes Eigenwertes.
Lésung zu Aufgabe 8.
e Berechnung der Eigenwerte: 0= p(A\) = det(A — XI) = (1 —\)?

e (0.5 Punkte) A =1 mit algebraischer Vielfachheit 3

e Berechnung der Figenvektoren / Hauptvektoren:

e (1.0 Punkte)

t 1
A-DNwv=0 = wv=|0]| mitteR = oW=|[0
0 0
e (1.0 Punkte)
t 0
(A-Dh=v"Y — h= 0| mtteR = hnl= 0
1/2 1/2
e (1.0 Punkte)
t 0
(A-Dh=hnY — h= 1/4 | mitteR — h® = 1/4
-3/8 -3/8

e (0.5 Punkte) A =1 mit algebraischer Vielfachheit 3 und geometrischer Vielfachheit 1
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Aufgabe 9 (2 Punkte). Wir betrachten das homogene System 1. Ordnung

y'(t) — Ay(t) =0

mit konstanter Matrix A € R3*3. Geben Sie eine Formel fiir die allgemeine Losung y(t) des Systems
in den folgenden Féllen an:

(a)

(d)

A ist nicht diagonalisierbar und hat zwei unterschiedliche reelle Eigenwerte: A1 (mit algebrai-
scher Vielfachheit 2 und geometrischer Vielfachheit 1) und Ay (mit algebraischer Vielfachheit 1
und geometrischer Vielfachheit 1); v(1) ist der Eigenvektor zum Eigenwert A; und h™M ist der
zugehorige Hauptvektor; v ist der Eigenvektor zum Eigenwert Ao.

A ist diagonalisierbar mit drei unterschiedlichen reellen Eigenwerten Ai, As, A3 und zugehorigen

Eigenvektoren vV, v p(),

A ist nicht diagonalisierbar und hat den Eigenwert A (mit algebraischer Vielfachheit 3 und
geometrischer Vielfachheit 1); v ist der Eigenvektor zum Eigenwert A, h™M ist ein zugehoriger
Hauptvektor erster Stufe und h? ist ein zugehoriger Hauptvektor zweiter Stufe.

A ist die Matrix
1 3 2
A=1 01 0
0 2 1

aus Aufgabe 8.

Losung zu Aufgabe 9.

(a)
(b)
(c)
(d)

(0.5 Punkte) y,(t) = c;e’to®) 4 cpet(to®) + B 4 c3e?t0@) mit ¢y, ¢0,¢c3 € R
(0.5 Punkte) y,,(t) = creMto® 4 o2ty 4 geMstyB) it eq, co,c5 €R
(0.5 Punkte) yy,(t) = cre’Mv + e (tv + ) + c3eM(t2/20 + th() + ) mit ¢1,¢0,¢5 € R

(0.5 Punkte) Formel aus (¢) mit A, v, B h®) qus Aufgabe 8
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Aufgabe 10 (4 Punkte). Gegeben ist das folgende lineare AWP 1. Ordnung:
0 01
y'(t) - Ay(t) = f(t), y(0)=yp, mit A=|0 1 1
011

Die Matrix A hat die Eigenwerte A\; = 0 (mit algebraischer Vielfachheit 2 und geometrischer Vielfach-
heit 1) und Ay = 2 (mit algebraischer Vielfachheit 1 und geometrischer Vielfachheit 1); v = (1,0,0)7
ist der Eigenvektor zum Eigenwert A = 0 und k(") = (0,—1,1)T ist der zugehorige Hauptvektor;
v = (1,2,2)T ist der Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 2.

(a) Geben Sie eine allgemeine Losung y;, (¢) des homogenen Problems an.

(b) Geben Sie eine Partikulérlésung y,(t) des inhomogenen Problems fiir f(t) = (2,1,0)"¢’ an.
Verwenden Sie den Ansatz y,(t) = a e’ mit a € R?.

(c) Seien y;,(t) und y, () die Losungen aus (a) und (b). Wie miissen Sie y;,(¢) und y,,(¢) kombinieren,
um die allgemeine Losung des inhomogen Problems y'(t) — Ay(t) = f(¢) zu erhalten? Von wie
vielen freien Parametern hingt sie ab? Berechnen Sie die Losung y(t) des AWPs fiir y, =
(3,2,1)7.

(d) Geben Sie eine Losung y(t) des homogenen AWPs fiir f(t) = 0 und y, = (1,0,1)” an. Verwenden
Sie Thre Losung aus (a) als Ansatz.

Losung zu Aufgabe 10.

a . unkre = C1 1 Cco€ c3€ mi C1,C2,C3
(a) (0.5 Punkte) y,(t) = cre’vM) + et (tvV) + AW 4 cze?tv@ mit eR

1
(b) (1.0 Punkte) y,(t) = 0 |é
1

(c) (0.25 Punkte) y(t) = y,(t) + yu(t)
(0.25 Punkte) 3 Parameter
1+ el + e
(1.0 Punkte) y(t) = 2e% | (c1=1,c2=0,c3=1)

3/4+t/2+ /4
(d) (1.0 Punkte) y(t) = —1/24+¢e%/2 | (c1 =3/4, ca=1/2, c3=1/4)
1/2 4 e?t/2
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Aufgabe 11 (2 Punkte). Sei A € R™*" eine Matrix.
(a) Definieren Sie Bild(A).
(b) Sei m = m und A bijektiv. Wie sieht das Bild(A) in diesem konkreten Fall aus und was ist seine

Dimension?

Lésung zu Aufgabe 11.
e (1.0 Punkte) Bild(A) := {y € R™ : 3z € R" mit Az =y}

e (1.0 Punkte) Bild(A) = R" und dim(Bild(A)) = n.
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Aufgabe 12 (2 Punkte). Seien A € R™*™ und b € R™. Betrachten Sie die folgenden Aussagen:

(1) bist eine Spalte von A (4) det(A) #0 (7) b e Kern(A)
(2) Rang(4) = Rang(A[b) (5) b e Bild(A) (8) Kern(4) = {0}
(3) A hat vollen Spalten- und

Zeilenrang (6) Bild(A) = R" (9) b L Kern(AT)

Beantworten Sie die folgenden Fragen:

(a) Sei m < n. Welche der obigen Aussagen (sofern sinnvoll) sind jeweils hinreichend dafiir, dass das
Gleichungssystem Ax = b mit x € R" eine Losung besitzt?

(b) Sei n = m. Welche der obigen Aussagen sind jeweils hinreichend dafiir, dass das Gleichungs-
system Ax = b mit x € R" eine eindeutige Losung besitzt?

Lésung zu Aufgabe 12.

e (1.0 Punkte) Die Antworten: (5), (2), (9), (1)
e (1.0 Punkte) Die Antworten: (3), (4), (8), (6)
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Aufgabe 13 (3 Punkte). Sei V ein n-dimensionaler linearer Vektorraum iiber dem Kérper R.

(a) Geben Sie die Definition eines Unterraumes U von V an.
(b) Geben Sie die Definition der direkten Summe zweier Unterrdume U, W von V an.

(c) Sei V zusitzlich Euklidisch. Geben Sie die Definition des Orthogonalraumes eines Unterraumes
U von V an.

(d) Formulieren Sie den Satz iiber die Bestapproximation im Euklidischen Vektorraum (V, || - || :=
()
(e) Machen Sie zu (d) eine Skizze im (R2, || - ||2).

Losung zu Aufgabe 13.

e (0.5 Punkte) Fine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraumes V', die mit der Einschrinkung der
Vektorraumoperationen auf U selbst ein Vektorraum ist, heifit Unterraum oder Teilraum von V.

e (0.5 Punkte) Ein Vektorraum V heifit direkte Summe der Unterrdume U und W, wenn fir jedes
v € V eindeutig bestimmte Elemente u € U und w € W existieren, so dass gilt: v = u + w.
Wir schreiben dafiir symbolisch: V =U & W.

e (0.5 Punkte) Sei V' ein euklidischer Vektorraum und U C V. Dann heifit die Menge
UL::{a:GV : wJ_zfiirallezeU}
der Orthogonalraum zu U.

e (1.0 Punkte) Sei U C 'V ein Unterraum und v € V. Sei weiters w € U die Orthogonalprojektion
von v. Dann ist w der eindeutig bestimmte Vektor in U, der den kleinsten Abstand von v hat.
Es gilt:

v~ ul = min v - |
xcU
U+ .

e (0.5 Punkte)
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Aufgabe 14 (2 Punkte). Vervollstindigen Sie den folgenden Text:

Sei V ein Euklidischer Vektorraum der Dimension n und B := {by,...,b,} eine Basis von V.
e Die Basis B heifit Orthogonalbasis von V, falls gilt.
e Die Basis B heiit Orthonormalbasis (ONB) von V| falls gilt.

Falls B eine ONB ist, kann ein Vektor v € V in dieser Basis als
n
v = ’Ul'bl'
i=1

dargestellt werden. Die v; heiflen von v zur Basis B und koénnen iiber

v; = berechnet werden.

o jeweils 0.5 Punkte:
Sei V' ein Euklidischer Vektorraum der Dimension n und B := {by,...,b,} eine Basis von V.

— Die Basis B heifit Orthogonalbasis von V', falls ’ (bi,bj) =0 fir alle i # j‘ qgilt.

— Die Basis B heifst Orthonormalbasis (ONB) von V', falls | (b;, b;) = 0;; | gilt.

Falls B eine ONB ist, kann ein Vektor v € V' in dieser Basis als
n
UV = Z ’Uibi
i=1

dargestellt werden. Die v; heiflen ’ Fourierk‘oeﬁzienten‘ von v zur Basis B und konnen tber v; =

(v,b;) | berechnet werden.

Aufgabe 15 (2 Punkte). Sei A € R™". Verbinden Sie in der folgenden Aufzéhlung Eigenschaf-
ten auf der linken Seite durch einen Implikationspfeil (< oder =) mit der (den) jeweils passenden
Eigenschaft(en) auf der rechten Seite, um insgesamt vier wahre Aussagen zu erhalten (zusdtzlich zu
beispielsweise 7. = 4.):

1. Es gibt eine orthonormale Eigenbasis 5. A ist orthogonal
2. det(A) > 0. 6. A ist singular

3. Fiir alle Eigenwerte gilt |A| =1 7. A ist symmetrisch
4. Fir alle Eigenwerte gilt A € R 8. A ist regulér

Losung zu Aufgabe 15.

e (jeweils 0.5 Punkte) Folgende vier Aussagen sind richtig:
5. =8, 7T=1, 3 =38, 6. =2
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Aufgabe 16 (1 Punkt). Geben Sie ein moglichst einfaches Beispiel einer Matrix A € R™*™ fiir ein
konkretes n an, die reelle Eigenwerte hat, aber nicht symmetrisch ist. Begriinden Sie Ihre Antwort!

Hinweis. Wihlen Sie n nicht zu gro8.
Lésung zu Aufgabe 16.

e (1.0 Punkte) Finfachstes Beispiel: obere/untere Dreiecksmatriz, da Figenwerte auf der Diagonale
einer Dreiecksmatriz.

1 1
z.B. (0 1>

e Keine Begrindung = keine Punkte
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Aufgabe 17 (1 Punkt). Gegeben sei eine Matrix A € R3*3, welche einen algebraisch dreifachen
Eigenwert A € R hat. Dazu gibt es zwei linear unabhéngige Eigenvektoren v; und vy, sowie zu vy einen
Hauptvektor hy. Wie sehen die Matrizen X,J € R3*3 aus, mit denen man A mittels Jordan’scher

Normalform als A = XJX 1 darstellen kann?

Lésung zu Aufgabe 17.

o (0.5 Punkte) X = | v1 v2 ha

A0 0
o (0.5 Punkte) J=|( 0 X 1
0 0 X
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Aufgabe 18 (3 Punkte). Sei A € R"*". Beantworten Sie die folgenden Fragen.

(a) Es gelte: Die lineare Abbildung f4: R® — R" z +— Ax ist nicht surjektiv. Was wissen Sie
dadurch iiber die Eigenwerte von A7

(b) Es gelte: Die Spaltenvektoren von A erzeugen einen Teilraum des R™. Dann folgt

det(4)[  Jo.
Fiigen Sie, falls moglich, die korrekte Antwort € {, , =], , , } ein oder kreuzen Sie

hier das Késtchen [J an, falls keine eindeutige Aussage getroffen werden kann!
(c) Es gelte: Die Matrix A ist diagonalisierbar bzw. diagonaldhnlich. Was bedeutet das?

(d) Weshalb gilt die folgende Implikation?

A= AT und 27 Az > 0 fiir alle 2 € R™"\ {0}| == [Spur(4) >0

(e) Es gelte: det(A) = —9. Dann folgt

det(ATA) = | |

Fiigen Sie die korrekte Antwort e {‘ —81

[=3)=t

\ @, , ,\ 81 H nicht berechenbar ‘} ein!

(f) Es gelte: Fiir alle y € R™ gibt es hochstens ein z € R™, sodass Az = y. Welche hierzu dquivalente
Aussage konnen Sie iiber die Eigenwerte von A treffen?

Losung zu Aufgabe 18.

e (0.5 Punkte) (a) Mindestes ein Figenwert von A ist gleich Null.

(0.5 Punkte) (b) Korrekte Antwort: ¥ bzw.

(0.5 Punkte) (c) 7Sie ist zu einer Diagonalmatriz dhnlich” — 0 Punkte. Richtig: Es existiert
Diagonalmatriz D und invertierbare Matriz X, sodass A = XDX !,

(0.5 Punkte) (d) A symmetrisch und positiv definit = alle Figenwerte grofier 0 = da Spur
gleich Summe der Eigenwerte, Spur(A) > 0

(0.5 Punkte) (e) det(ATA) =81

(0.5 Punkte) (f) Alle Eigenwerte von A sind ungleich Null.
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Aufgabe 19 (1 Punkt). Berechnen Sie die Determinante der folgenden Matrix mit Hilfe des

Gaufy’schen Eliminationsverfahrens:

2 6 1 -—-14
6 19 10 —45
0 0 -3 1
0 0 9 4

Losung zu Aufgabe 19.

2 6 1 —-14
6 19 10 —45
o det 0 0 -3 1
0 O 9 4
Punkt)

= det

S O O N

SO = O

1 14
7T =3
-3 1
9 4

= det

O O O N

SO = O

e die letzte Matrixz muss Dreiecksgestalt haben (falls nicht — 0 Punkte)

o crster Rechenfehler —0.5 Punkte, alle weiteren —0.25
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Aufgabe 20 (1 Punkt). Berechnen Sie die Determinante der folgenden Matrix mit Hilfe des
Laplace’schen Entwicklungssatzes:

2 0 —24 93/9
—3/27 3 —80 -39
00 7 1/3
00 -4 5/6

Losung zu Aufgabe 20.

2 0 —24 93/9

2 —24 93/9
e det | 32T 3 80 9 g0 7 1/3 | =3-2-det TS g
00 7 1/3 0 4 5/6 —4 5/6
00 —4 5/6
(1 Punkt)

e erster Schritt muss Entwicklung nach einer Zeile/Spalte sein (falls nicht — 0 Punkte), danach
sowohl eine weitere Entwicklung nach Zeile/Spalte als auch Regel von Sarrus ok

o erster Rechenfehler —0.5 Punkte, alle weiteren —0.25
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