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Aufgabe 1 (6 Punkte). Es sei P = {ax2 + bx + c : a, b, c ∈ R} der Vektorraum quadratischer
Polynome, ausgestattet mit dem Skalarprodukt

〈f, g〉 =

∫ 1

0
f(x)g(x) dx, f, g ∈ P.

(a) Zeigen Sie, dass B = {x− 1, x+ 1} eine Basis des Unterraumes U = {ax+ b : a, b ∈ R} ist.

(b) Bestimmen Sie die Dimension von U und P .

(c) Berechnen Sie für [q]B = (1,−1)T bezüglich der Basis B aus (a) den Vektor q.

(d) Berechnen Sie die Bestapproximation u ∈ U von v(x) = x2 unter Verwendung der ONB B0 =
{b1, b2} von U , gegeben durch

b1(x) = 1, b2(x) = 1√
3
x.

Lösung zu Aufgabe 1.

• (2 Punkte)

• (1 Punkte)

• (1 Punkte)

• (2 Punkte)
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Aufgabe 2 (4 Punkte). Seien A ∈ Rm×n und b ∈ Rm. Betrachten Sie die folgenden Aussagen:

(1) Kern(A) = {0}

(2) b ∈ B(A)

(3) b ⊥ Kern(A>)

(4) A hat vollen Rang

(5) det(A) 6= 0

(6) Rang(A) = Rang(A|b)

(7) Bild(A) = Rn

(8) b ∈ Kern(A)

(9) b ist eine Spalte von A

Beantworten Sie die folgenden Fragen:

(a) Sei m < n. Welche der obigen Aussagen (sofern sinnvoll) sind jeweils hinreichend dafür, dass das
Gleichungssystem Ax = b mit x ∈ Rn eine Lösung besitzt?

(b) Sei n = m. Welche der obigen Aussagen sind jeweils hinreichend dafür, dass das Gleichungssy-
stem Ax = b mit x ∈ Rn eine eindeutige Lösung besitzt?

Lösung zu Aufgabe 2.

• (2 Punkte)

• (2 Punkte)
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Aufgabe 3 (10 Punkte). Gegeben ist die lineare Abbildung ϕ : R4 → R
2. Die Vektorräume R4

und R2 seien mit kanonischen Basen E4 und E2 ausgestattet. Die Abbildung ϕ ist bezüglich der
kanonischen Basen durch die Matrix A gegeben als

A =

(
1 2 3 4
−4 3 −2 1

)
.

(a) Weiters sind für R4 und R2 die Basen B = {b1, b2, b3, b4} und C = {c1, c2} gegeben durch

b1 =


−1
1
1
1

 , b2 =


0
−1
1
1

 , b3 =


0
0
−1
1

 , b4 =


0
0
0
−1

 und

c1 =

(
1
−2

)
, c2 =

(
−1
1

)
.

Berechnen Sie die Transformationsmatrix TE4←B des Basiswechsels von B zu E4 sowie die Trans-
formationsmatrix TC←E2 des Basiswechsels von E2 zu C.

(b) Fertigen Sie eine Skizze des Abbildungsdiagramms an und berechnen Sie die Matrix A′ = [ϕ(B)]C
von ϕ bezüglich der Basen B und C.

(c) Gegeben sei der Vektor v = (1, 0,−1, 0)T = [v]E4 . Berechnen Sie [ϕ(v)]C auf zwei verschiedene
Arten, unter Verwendung von A und A′.

Lösung zu Aufgabe 3.

• (4 Punkte)

• (2 Punkte)

• (4 Punkte)
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Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei (V, 〈., .〉) ein euklidischer Vektorraum über R.

(a) Definieren Sie mit Hilfe des Skalarprodukts 〈., .〉 die Norm ‖x‖ eines Vektors x. Zeigen Sie damit
die Gültigkeit von

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
, ∀x,y ∈ V.

(b) Geben Sie die Definition des Winkels α ∈ [0, π] zwischen zwei Vektoren x,y ∈ V , x,y 6= 0, an.

(c) Zeigen Sie für x⊥y, unter Verwendung von (b), dass nur der Winkel α = π
2 möglich ist.

Lösung zu Aufgabe 4.

• (2 Punkte)

• (0.5 Punkte)

• (1.5 Punkte)
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Aufgabe 5 (8 Punkte). Gegeben ist eine Matrix

A =

 0 0 1
1 0 −3
0 1 3

 ∈ R3×3.

(a) Bestimmen Sie zum Eigenwert λ = 1 einen zugehörigen Eigenvektor v.

(b) Zeigen Sie, dass p(λ) = −(λ− 1)3 das charakteristische Polynom von A darstellt und berechnen
Sie alle Eigenwerte samt algebraischer Vielfachheit.

(c) Ermitteln Sie alle Eigenvektoren und mögliche Hauptvektoren der Matrix A.

(d) Berechnen Sie die Dimension aller Eigenräume. Ist die Matrix A diagonalisierbar? Begründen
Sie Ihre Antwort!

(e) Geben Sie eine reguläre Matrix X ∈ R3×3 sowie die Matrix J ∈ R3×3 an, sodass A = XJX−1

gilt, wobei J die Jordan’sche Normalform von A bezeichnet.

Lösung zu Aufgabe 5.

• (1 Punkte)

• (1 Punkte)

• (3 Punkte)

• (2 Punkte)

• (1 Punkte)
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Aufgabe 6 (4 Punkte). Sei A ∈ Rn×n. Beurteilen Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch
sind und achten Sie auf exakte Begründungen. Geben Sie für falsche Aussagen ein Gegenbeispiel an.

(a) A ist singulär =⇒ alle Eigenwerte von A sind 0

(b) A ist diagonalisierbar ⇐⇒ alle Eigenwerte haben die algebraische Vielfachheit 1

(c) A ist diagonalisierbar ⇐⇒ alle Eigenwerte haben die geometrische Vielfachheit 1

(d) Ist n ungerade, so hat A mindestens einen reellen Eigenwert

(e) A ist diagonalisierbar ⇐= A hat n verschiedene reelle Eigenwerte

(f) A ist orthogonal ⇐⇒ detA = 1

(g) A ist symmetrisch =⇒ alle Eigenwerte von A sind reell

(h) A ist symmetrisch =⇒ alle Eigenwerte von A sind positiv

(i) A ist symmetrisch und indefinit =⇒ A hat mindestens einen positiven Eigenwert

(j) A hat n verschiedene reelle Eigenwerte ⇐= A ist diagonalisierbar

(k) A ist diagonalisierbar =⇒ A hat n verschiedene reelle Eigenwerte

Lösung zu Aufgabe 6.

• (1 Punkte)

• (1 Punkte)

• (1 Punkte)

• (1 Punkte)

• (1 Punkte)

• (1 Punkte)

• (1 Punkte)

• (1 Punkte)

• (1 Punkte)

• (1 Punkte)

• (1 Punkte)
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Aufgabe 7 (3 Punkte). Sei A ∈ R3×3 eine quadratische Matrix. Für Vektoren x,y, z ∈ R3 \ {0}
sei

(A− λI)z = y , (A− λI)y = x , (A− λI)x = 0 .

(a) Geben Sie die Jordan’sche Normalform J von A und die Transformationsmatrix X an, für welche
die Zerlegung XJX−1 = A gilt.

(b) Ist A diagonalisierbar? Begründen Sie Ihre Antwort!

Lösung zu Aufgabe 7.

• (1 Punkte)

J =

 λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

 und X = (x,y, z)

• (2 Punkte) Mögliche Antworten: (a) Nein, da J keine Diagonalmatrix. (b) Nein, da geometrische
ungleich algebraischer Vielfachheit. (c) Nein, da die Eigenvektoren von A keine Basis des R3

bilden.

8 / 10



Aufgabe 8 (3 Punkte). Die Matrix A ∈ R3×3 ist für a, b ∈ R gegeben durch

A =

 1 0 0
0 1 1
1 0 1

 1 0 0
0 a 1
1 0 b

 .

(a) Berechnen Sie die Determinante von A ohne diese Matrix explizit auszurechnen.

(b) Bestimmen Sie a, b ∈ R, sodass A singulär wird und begründen Sie Ihre Antwort.

Lösung zu Aufgabe 8.

• (1 Punkte) Mit A = BC gilt det(A) = det(BC) = detB detC und damit erhält man detA = ab.

• (2 Punkte)
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Aufgabe 9 (8 Punkte). Gegeben ist das lineare Anfangswertproblem 2. Ordnung der Form

B y′′(t) + C y(t) = k(t), y(0) = y0, y′(0) = y1

mit

B =

 3 0 0
0 2 0
0 0 1

 , C =

 3 0 0
0 2 0
0 0 4

 , k(t) = cos(3t)

 24
16
−5

 und y0 =

 0
0
2

 ,y1 =

 2
2
2

 .

(a) Lösen Sie das verallgemeinerte Eigenwertproblem (C − λB)q = 0.

(b) Geben Sie die homogene Lösung des linearen Anfangswertproblems an.

(c) Berechnen Sie eine partikuläre Lösung des AWP mit Hilfe eines Ansatzes.

(d) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung des Anfangswertproblems.

Lösung zu Aufgabe 9.

• (2 Punkte)

• (2 Punkte)

• (2 Punkte)

• (2 Punkte)

10 / 10


