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Aufgabe 1 (6 Punkte). Es sei P = {az? + bx + c: a,b,c € R} der Vektorraum quadratischer
Polynome, ausgestattet mit dem Skalarprodukt

1
(f,9) :/0 f(z)g(x)dx, f,g€P.

(a) Zeigen Sie, dass B = {x — 1,z + 1} eine Basis des Unterraumes U = {ax + b: a,b € R} ist.
(b) Bestimmen Sie die Dimension von U und P.

)
)
(c) Berechnen Sie fiir [q]p = (1, —1)7 beziiglich der Basis B aus (a) den Vektor q.

(d) Berechnen Sie die Bestapproximation v € U von v(z) = x? unter Verwendung der ONB By =
{b1,b2} von U, gegeben durch

bi(z) =1, by(x) = L.

3l

Loésung zu Aufgabe 1.

2 Punkte

1 Punkte

( )
e (1 Punkte)
( )
( )

2 Punkte
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Aufgabe 2 (4 Punkte). Seien A € R™*" und b € R™. Betrachten Sie die folgenden Aussagen:

(1) Kern(A) = {0} (4) A hat vollen Rang (7) Bild(A4) =R"
(2) be B(A) (5) det(A) #0 (8) b e Kern(A)
(3) b L Kern(AT) (6) Rang(A) = Rang(A|b) (9) b ist eine Spalte von A

Beantworten Sie die folgenden Fragen:

(a) Sei m < n. Welche der obigen Aussagen (sofern sinnvoll) sind jeweils hinreichend dafiir, dass das
Gleichungssystem Ax = b mit « € R” eine Losung besitzt?

(b) Sei n = m. Welche der obigen Aussagen sind jeweils hinreichend dafiir, dass das Gleichungssy-
stem Ax = b mit x € R” eine eindeutige Losung besitzt?

Lésung zu Aufgabe 2.
e (2 Punkte)

e (2 Punkte)
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Aufgabe 3 (6 Punkte). Gegeben ist die lineare Abbildung ¢ : R® — R3. Der Vektorraum R3
sei jeweils mit der kanonischen Basis F3 ausgestattet. Die Abbildung ¢ ist beziiglich der kanonischen
Basen durch die Matrix A dargestellt als

1
A=1 3
1

NGRS

1
)
1

(a) Berechnen Sie die Matrix A" = [p(C)]¢ beziiglich der Basis C, wobei die Transformationsmatri-
zen wiefolgt gegeben sind

-1 2 =2 1 -1 1
Toec=| 0 1 =2 |, Tecp=[2 -2 1
2 -1 0 1 3 3
(b) Fertigen Sie eine Skizze des Abbildungsdiagramms an.
1
(c) Gegeben sei der Vektor v = | —1 | = [v]g,. Berechnen Sie [p(v)]c.
1

Lésung zu Aufgabe 3.
e (3 Punkte)
e (1 Punkte)

e (2 Punkte)
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Aufgabe 4 (5 Punkte). Sei (V,(.,.)) ein euklidscher Vektorraum iiber RR.
(a) Definieren Sie mit Hilfe des Skalarprodukts (., .), die Norm ||| eines Vektors x. Zeigen Sie damit
die Giiltigkeit von

(@,y) =5 (lz+yl* = llz]* ~ llyl*), Ve,yeV.

1
2
(b) Definieren Sie den Winkel « € [0, 7] zwischen zwei Vektoren x,y € V, ,y # 0.

(c) Zeigen Sie fiir s € R\ {0} unter Verwendung von (b), dass fiir = sy, nur die Winkel o = 0
und o = 7™ moglich sind.

(d) Formulieren Sie den Satz iiber die Bestapproximation im euklidschen Vektorraum. Fertigen Sie
fiir V = R? und dem kanonischen Skalarprodukt eine Skizze an.

Lésung zu Aufgabe 4.
e (2 Punkte

( )
o (1 Purkte)
o (1 Punkte)

(1 Punkte)
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Aufgabe 5 (4 Punkte).

(a) Bestimmen Sie jeweils den Abstand d und den Winkel « zwischen den angegebenen Vektoren
im Sinne des angegebenen inneren Produkts.

1 -3
V = R3, kanonisches inneres Produkt, x = | 4 |,y = 1
3 1

V =F,
1
0.0) = [ pe)a)do, po) =% o) =2+
21

(b) Sei V ein Euklidischer Vektorraum der Dimension n und B := {by,...,b,} eine Basis von V.
Welche Bedingung muss erfiillt sein, damit B eine Orthogonalbasis von V' ist?

Welche Bedingung muss erfiillt sein, damit B eine Orthonormalbasis (ONB) von V ist?

(b) Falls B = {by,...,b,} eine ONB ist, kann ein Vektor v € V in dieser Basis als

n
UV = E Uibi
=1

dargestellt werden? Wie werden die v; genannt und wie kénnen sie berechnet werden?

Lésung zu Aufgabe 5.

a)  — (0.5 Punkte
— (0.5 Punkte
— (0.5 Punkte
— (0.5 Punkte

~ — —

b) (1 Punkte)

c¢) (1 Punkte)
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Aufgabe 6 (7 Punkte). Gegeben ist eine Matrix
1 01
A= 0 3 0 | e R™
1 01

(a) Bestimmen Sie zum Eigenwert A = 2 einen zugehorigen Eigenvektor.

(b) Zeigen Sie, dass p(A) = —A3+5X% — 6 das charakteristische Polynom ist und berechnen Sie alle
Eigenwerte.

(c) Begriinden Sie, ob die Matrix A regulér oder singulér ist.
(d) Bestimmen Sie die Definitheit der Matrix A und begriinden Sie diese.

(e) Berechnen Sie eine regulire Matrix X € R3*3, welche die Matrix A diagonalisiert.

Lésung zu Aufgabe 6.

e (2 Punkte)
e (1 Punkte)
e (1 Punkte)
e (1 Punkte)
e (2 Punkte)
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Aufgabe 7 (3 Punkte). Sei A € R"*". Beantworten Sie die folgenden Fragen.

(a) Es gelte: det(A) = 3. Dann folgt

det(ATA) = | |

Fiigen Sie die korrekte Antwort € {@, , , @, @,’ 27 ‘,’42 ‘,

(b) Es gelte: Die Spaltenvektoren von A erzeugen einen echten Teilraum des R™. Dann folgt

det(4)[  Jo.
Fiigen Sie den korrekten Vergleichsoperator € {[ <], , =] , , >] , [€]} ein!

(c) Es gelte: Sei n = 4. Geben Sie ein Beispiel einer invertierbaren, aber nicht diagonalisierbaren
Matrix A an. Begriinden Sie Thre Antwort!

nicht berechenbar |} ein!

(d) Es gelte: Die lineare Abbildung f4: R™ — R" 2 — Ax ist injektiv. Was wissen Sie dadurch iiber
die Eigenwerte von A7

(e) Es gelte: Die lineare Abbildung fa: R™ — R" z +— Ax ist surjektiv. Was wissen Sie dadurch
iiber die Eigenwerte von A?

(f) Wie stehen die folgenden Aussagen zueinander?

A= AT und 2T Az > 0 fiir alle z € R™™\ {0} ’ ‘ ’Spur(A) > 0‘

# und < ‘, ’ # und + ‘, oder )

Fiigen Sie sie korrekte Beziehung ein! (’ = und + ‘,

Lésung zu Aufgabe 7.

0.5 Punkte)
0.5 Punkte

0.5 Punkte

0.5 Punkte
0.5 Punkte

0.5 Punkte

(

( )

( )
o (0.5 Punkte)

( )

( )

( )
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Aufgabe 8 (3 Punkte). Berechnen Sie die Determinante der reellen 4 x 4 Matrix

1 -2 4 1
2 2 =51
A= 2 1 0 O
-2 1 0 O

auf zwel unterschiedliche Arten.

Lésung zu Aufgabe 8.
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Aufgabe 9 (4 Punkte).

(a) Bestimmen Sie alle moglichen Jordan’schen Normalformen J einer beliebigen Normalformen J
einer beliebigen Matrix A € R™*™ mit charakteristischem Polynom p(\) = (A — 2)*(A — 3)*.

(b) Sei y/(t) — Ay(t) = 0 mit konstanter Matrix A € R?*2, wobei A = XJX !, Die Matrizen X
und J seien gegeben durch

=(Ls) =(h)

Wiéhlen Sie die richtige Losung y(t) aus und begriinden Sie Thre Antwort in Thren Aufzeichnun-
gen:

Loésung zu Aufgabe 9.
e (3 Punkte)

e (1 Punkte)
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Aufgabe 10 (8 Punkte). Gegeben ist das lineare Anfangswertproblem 2. Ordnung der Form

By"(t)+ Cy(t) = k(t), y(0) =y, y(0) =y

mit
3 00 300 24
B=|10220],C=102 0], k() =cos(3t)| 16 und
0 01 0 0 4 -5
(a) Losen Sie das verallgemeinerte Eigenwertproblem (C'— AB)g = 0.
(b) Geben Sie die homogene Losung des linearen Anfangswertproblems an.
(c) Berechnen Sie eine partikulidre Losung des AWP mit Hilfe eines Ansatzes.
(d) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Anfangswertproblems.

Losung zu Aufgabe 10.
e (2 Punkte)
e (2 Punkte)
e (2 Punkte)
(2 Punkte)
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