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Aufgabe 1 (4 Punkte).

3 2
(a) Ergénzen Sie die Vektoren by = | —2 |, by = 3 zu einer Basis B = {b1, by, b3} des R? .
-1 -1
a
(b) Bestimmen Sie a € R so, dass der Vektor w = —5 | eine Linearkombination der Vektoren
3
-3 2
v = -2 und vy = -1 darstellt.
0 1

(c) Im R? seien die kanonische Basis E = {e1, €2, e3} und die Basis B’ = {b, b}, by} mit

-3 -2 -2
by=| 0 |,b5=1] 0 und b5 = 1 gegeben.
0 -1 -3
19
Bestimmen Sie fiir den Vektor v = | —4 | die Koordinatenvektoren [v]g und [v]p: .
16

Loésung zu Aufgabe 1.
(a) (1 Punkte)
(b) (1 Punkte)
(c) (2 Punkte)
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Aufgabe 2 (8 Punkte). Gegeben ist das lineare Gleichungssystem Az = b mit = € R in der Form

2 2 -1 0 1
-1 -1 2 -3 1
1 1 -2 0 -1
0 0 1 1 1

(4]6)=

=2 X® L

wobei a, 3,7, € R. Elementare Zeilenumformungen fiihren auf das System

1 -1 2 -3 1 B
Jl 0 01 11 5
(A]v) = 0 00 -3 0 B+
0 00 00| -3-3v—B+a

Beantworten Sie die folgenden Aufgaben und begriinden Sie Ihre Antworten in Thren Aufzeichnungen.

(a) Wenn = € R® eine Losung von Az = b ist, gilt dann auch A’x = b'? Falls ja, gilt auch die
Umkehrung?

(b) Bestimmen Sie den Rang von A und den Rang von A’.

(c) Bestimmen Sie den Rang von ( A ‘ b ) und den Rang von ( A ‘ b’ ) in Abhéngigkeit von
«, 67 s d€R.

(d) Bestimmen Sie die Dimension des Kerns von A und die Dimension des Kerns von A'.
(e) Geben Sie eine Basis B vom Bild von A an. Ist die Basis eindeutig?

(f) Fiir welche Werte «, 3,7,6 € R hat das Gleichungssystem Az = b eine Partikulirlésung?
)

(g) Falls eine Partikuldrlosung von Ax = b existiert, ist diese eindeutig?

Lésung zu Aufgabe 2.

(a) (1 Punkte)

(b
(c

) (

) (1.5 Punkte)

) (
(d) (1.5 Punkte)

) (

) (

) (

2 Punkte)

e) (1 Punkte)

(
(f) (0.5 Punkte)

(g) (0.5 Punkte)
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Aufgabe 3 (2 Punkte). Sei ¢ : R™ — R™ eine injektive, lineare Abbildung.

Markieren Sie die dquivalenten Aussagen.

e Sei & € R™. Dann hat p(x) = 0 nur & = 0 als Losung.
e Kernp = 0.
e Bildp = R™.

e Sei € R". Dann ist ¢(x) = b fiir alle b € R™ losbar.

Lésung zu Aufgabe 3.

e Pro richtiger Antwort, 1 Punkt
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Aufgabe 4 (5 Punkte). Gegeben seien zwei lineare Abbildungen ¢ : R? — R? und ¢ : R? — R?
mit den Abbildungsvorschriften

. 3x1 + 8xo . —6x9
o(z1,22) = < 0 > und  YP(z1,22) = < 5y )

Berechnen Sie die folgenden Abbildungsmatrizen.

Lésung zu Aufgabe 4.
e (0.5 Punkte)
[}

0.5 Punkte)

(
(
(2 Punkte)
(

2 Punkte)
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Aufgabe 5 (3 Punkte). Berechnen Sie die Determinante der reellen 4 x 4 Matrix

1 -2 4 1
2 2 -5 1
A= 2 1 0 O
-2 1 0 0

auf zwei unterschiedliche Arten.

Lésung zu Aufgabe 5.
e (1.5 Punkte)

e (1.5 Punkte)
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Aufgabe 6 (3 Punkte). Gegeben sei die Matrix A = CO.S(I) sin(x) :
—sin(z) cos(x)

Markieren Sie die richtigen Aussagen.

Die Spalten von A sind linear unabhéngig.

Die Spalten von A sind normiert.

e A-A=1.

A ist regular.

Lésung zu Aufgabe 6.

e 1 Punkt pro richtiger Antwort
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Aufgabe 7 (5 Punkte). Sei (V,(.,.)) ein euklidischer Vektorraum iiber R.

(a) Definieren Sie mit Hilfe des Skalarprodukts (.,.) die Norm ||x|| eines Vektors & € V. Zeigen Sie
damit die Giiltigkeit von

(lz+yll* ~llz—yl?), VeyeV.

|

<$, y) =

(b) Geben Sie die Definition des Winkels @ = <(x,y) € [0, 7] zwischen zwei Vektoren x,y € V,
x,y # 0, an.

(c) Zeigen Sie fiir ¢,y € V, @,y # 0 und r,s € R} unter Verwendung von (b), die Giiltigkeit von

<z, y) = <(rx, sy).

Lésung zu Aufgabe 7.
(a) (2 Punkte)
(b) (1 Punkte)

(¢) (2 Punkte)
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Aufgabe 8 (4 Punkte). Betrachten Sie fiir x = ( il ), Yy = ( zl ) € R? die Abbildung
2 2

(.,.) : R? x R? = R, gegeben durch
(T, y) = 2191 — T1Y2 — T2y1 + 2722
Uberpriifen Sie, ob die Abbildung (.,.) ein Skalarprodukt darstellt und begriinden Sie Ihre Antwort!
Loésung zu Aufgabe 8.
¢ (2 Punkte) Linearitét in beiden Argumenten

e (1 Punkte) Symmetrie

e (1 Punkte) positive Definitheit
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Aufgabe 9 (8 Punkte). Gegeben ist eine Matrix

00 1
A= 1 0 -3 | eRr®*3
01 3

(a) Bestimmen Sie zum Eigenwert A\ = 1 einen zugehérigen Eigenvektor v.
(b) Zeigen Sie, dass p(\) = —(A — 1)? das charakteristische Polynom von A darstellt.
Bestimmen Sie alle Eigenwerte A; von A, sowie deren algebraische Vielfachheiten n;.

(c
(

(e) Berechnen Sie die Dimension aller Eigenrdume E();).
(

f

)
)
)
d) Ermitteln Sie alle Eigenvektoren und mogliche Hauptvektoren der Matrix A.
)
) Ist die Matrix A diagonalisierbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.

)

(g) Geben Sie eine regulire Matrix X € R3*? sowie die Matrix J € R3*3 an, sodass 4 = XJX !
gilt, wobei J die Jordansche Normalform von A bezeichnet.

Lésung zu Aufgabe 9.

(a
(b

1 Punkte
1 Punkte

) ( )
) ( )
(¢) (1 Punkte)
(d) (1 Punkte)
(e) (1 Punkte)
(f) (1 Punkte)

) ( )

(g) (2 Punkte
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Aufgabe 10 (8 Punkte). Gegeben ist das lineare Anfangswertproblem 1. Ordnung

0 1 1
y(t)+Ay(t) = ft), y(0)=yo,mitB=| 0 1 0

-1 1 2
Die Matrix A hat den Eigenwert A = 1 mit algebraischer Vielfachheit 3 und
geometrischer Vielfachheit 2.

1 -1
Die Eigenvektoren sind v(Y) = | 0 |, mit dem zugehérigen Hauptvektor h) = 0 ,
1 0
1
und v@ = | 1
0

(a) Geben Sie die allgemeine Losung y;,(¢) des homogenen Problems an.

(b) Geben Sie eine Partikulérlésung y,(t) des inhomogenen Problems fiir f(¢) = | 2 | e* an.

Verwenden Sie den Ansatz y,(t) = ae* mit a € R®.

(c) Seien y;(t) und y,(t) die Losungen aus (a) und (b).

Wie miissen Sie y,(t) und y,(t) kombinieren, um die allgemeine Losung y'(t) + Ay(t) = f(t)
des inhomogenen Problems zu erhalten?

Von wie vielen freien Parametern hingt y(¢) ab?

5
(d) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems fiir y, = | 1
5
0
(e) Geben Sie eine Losung y(t) des homogenen AWPs fiir f(¢t) = 0 und y, = —/2 | an.

V2

Verwenden Sie Thre Losung aus (a) als Ansatz.
Losung zu Aufgabe 10.
(a) (1 Punkte
(b) (2 Punkte
(
(d
(e

) ( )
) ( )
¢) (1 Punkte)
) (2 Punkte)
) ( )

2 Punkte
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