103.088 UE Analysis I fiir TPH 1. Zwischentest, 23.10.2007

1. Beweisen Sie mittels vollstdndiger Induktion fiir alle n € N (5P):

=1

2. Beweisen oder widerlegen Sie (1P):

Y it = %(2n2—n+5) Vn €N
=1

Loésungen:

2
1. e Induktionsanfang: Zil:O P=1= (%)

2
e Induktionsschlufl: Es gelte die Induktionsvoraussetzung » ' ; 3 = (”(";1)) .

2

Dann folgt aus 3713 =37 3+ (n+1)% = (Ln;l)) +(n+1)3 =
2

(n +1)2 (% +(n+ 1)) = (n+1)2(n2 + 4n + )} = (w)

2. Widerlegung durch Gegenbeispiel: Fiir n=2 ist die Behauptung nicht erfiillt:

. 2
222:1+4:57&6(2(2)2—2+5)



103.088 UE Analysis I fiir TPH 2. Zwischentest, 13.11.2007

1. Gegeben sei die unendliche Reihe:
PO
n=2 n=2 Y n? —2

a) Untersuchen Sie die Reihe auf Konvergenz! (2.5P)
b) Untersuchen Sie die Reihe auf absolute Konvergenz! (2P)

2. Untersuchen Sie die folgende Reihe auf Konvergenz: (1.5P)
Sh=S gt
n=1 n= \/ﬁ +1

Losungen:

1. a) Die Reihe ldsst sich schreiben als

> >0,Vn > 2
n_

P 1
—t = (=), mit ¢, = ————
3 3

n=2 n? —2 n=2 2
Es handelt sich um eine alternierende Reihe. Fiir die Summanden ¢, gilt:

e Die Folge ¢, ist fiir n > 2 streng monoton fallend:

Cnt+1 < Cp
1 1
< 3
(n+1)2 -2 n?—2
(n+1)2-2 > n?-2 (fiir n > 2)
n42n+1-2 > n?—2

2n+1 > 0

Die letzte Ungleichung ist fiir alle n > 2 eine wahre Aussage.

e Die Folge ¢, ist eine Nullfolge: (2 Moglichkeiten)

1 373 0
1. ¢, = - = z — =0 firn — oo
V-2 i 2 Y1-0
n

2.¥e>03IN=N()Vn>N:|c,| <e



Sei also € > 0, dann gilt fiir n > 2:

lenl < €
! <
€
Vn2 — 2
1
2
1

n- > *3—1'220

1
n > \/6—3+2::N(5)

Insgesamt wurde also gezeigt: Die Folge ¢, ist eine monoton gegen Null strebende Folge.
Aus dem Konvergenzkriterium von Leibnitz folgt daher, dass die alternierende Reihe

nz:;(_l)”cn - ; e

konvergiert.

b) Sei wieder ¢, = 9/27 Es gilt die folgende Abschitzung

Vn > 2

Cp =

S

1
- > >
Vn2—2 " /n2

Also ist die Reihe )07, = L eine divergente Minorante der Reihe > o2 5 n. Daher ist laut
Minorantenkriterium die Relhe >0 5(—1)"¢;, nicht absolut konvergent.

2. Die Reihe lésst sich wie folgt umformen:

ST s (Vn-D(/n+1)
;b”_;\/@rl Z NGES! g n-1)

n=1

Man erkennt, dass die Summanden b,, keine Nullfolge, sondern eine divergente Folge bilden.
Daher kann diese Reihe nicht konverigeren.



103.088 UE Analysis I fiir TPH 3. Zwischentest, 4.12.2007

‘ Name ‘ Matrikelnummer ‘

1. Ermitteln Sie die Partialbruchzerlegung der folgenden rationalen Funktion (4P):

22+ 122 — 23

fz) = x3 — 22 —8xr+12°

2. Schreiben Sie den Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung folgender rationalen Funktion
(2P):
420 + 122 + 22+ 7
22 — dx +13)3(22° + 8x* + 1023)

g(x) = (

Verwenden Sie fiir IThre Rechnungen bitte ausschliefllich dieses Blatt! Die Verwendung eines
Taschenrechners, einer Formelsammlung oder des Skriptums ist nicht erlaubt!

Losung

(sehr ausfiihrlich mit Zwischentexten)

1. Definieren wir zunéchst die Polynome

P(z) = 2”+120-23

Q(z) = 2®—2%—8x+12
Damit lésst sich die rationale Funktion f(x) schreiben als f(x) = ggg Um die Partial-
bruchzerlegung von f(z) zu bestimmen, sollte man zunéchst den Nenner Q(x) faktorisie-
ren. Durch Ausprobieren ! findet man z.B. die Nullstelle 27 = 2. Division von Q(z) durch
den entsprechenden Linearfaktor (z — 2) liefert das quadratische Polynom z? + z — 6,
dessen beide Nullstellen nun z.B. mittels der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen
bestimmt werden kénnen. Man erhélt damit folgende Faktorisierung von Q(z) :

Qz) = (z — 2)*(z +3)
Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung von f(x) lautet nun

Ay Ag B

f($):x—2+(x—2)2+m+3

Bringt man die rechte Seite auf gemeinsamen Nenner, so erhélt man fiir den Zahler

Ay(z—2)(z+3)+Az(z+3)+B(x—2)% = (A1 +B)+x(A1+ Ay—4B) +(—6A; +3A2+4B)

1Falls Q(x) ganzzahlige Nullstellen hat, so muss jede solche Nullstelle ein Teiler vom Koeffizienten ag = 12
sein. Damit muss die Menge dieser Nullstellen eine Teilmenge von {£1,£2, 43, +4, £6, £12} sein.



Dieser Zihler muss gleich P(x) sein. Koeffizientenvergleich mit P(z) liefert fiir die Koef-
fizienten Aq, As, B folgende Gleichungen:

Ai+B =1 (1)
A1 +Ay—4B = 12 (2)
—6A4; +345+4B = -23 (3)

Aus der ersten Gleichung hat man B = 1— A;. Ersetzt man damit B in den letzten beiden
Gleichungen, so erhélt man

541+ Ay = 16 (4)
—1041 + 34y = =27 (5)

Multipliziert man die Gleichung (4) mit 2 und addiert sie zur Gleichung (5), so erhilt man
5A2 =5& AQ =1

Setzt man dieses Ergebnis in die Gleichung (4) ein, so kann man sie nach A; auflésen und
erhélt
A =3

Dies wiederum in (4) eingesetzt liefert schliefllich
B =-2.
Damit lautet die Partialbruchzerlegung von f(z) :

22+ 122 — 23 3 1 2

f(x):m3—m2—8m+12:x—2+(m—2)2_a:—i—3

. Die Faktoren im Nenner von g(x) haben folgende Faktorisierung:
22 —4r+13 = (z — 2 — 3i)(z — 2 + 34) (Irreduzibel iiber R),

(225 + 824 + 1023) = 223 (2® + 42 +5) =223 (x+2—i)(z +2+1)
—_——
Irreduzibel iiber R

Damit lautet der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung von g(x)

Aixz + By Aoz + Bs Asx + B
2?2 —4x +13 (2?2 —4x+13)2 (22 —4x + 13)3
Ch (s Cs Dix+ E;
3 22 +4+4x+5

g(z) =



103.088 UE Analysis I fiir TPH 4. Zwischentest, 22.1.2008

‘ Name ‘ Matrikelnummer ‘
1. Berechnen Sie die folgenden Integrale: (2P|3P|1P)
/ C,Oix dz /$3 In(2?) dz / e 2?sinz dr a€R
sin® x a

Verwenden Sie fir Ihre Rechnungen bitte ausschliefllich dieses Blatt! Die Verwendung
eines Taschenrechners, einer Formelsammlung oder des Skriptums ist nicht erlaubt!

Loésungen:

f cos® xdm _ y = sz —
4 — —
s dy = cosxdx

:fﬂ—y#dy:fy%dy—ﬂy%dwfldy:

_ 1 ;2 __ 3sin*z+6sin?2—1
- 3y3+y+y_ 3sin® +C

fuv/:uv—fu/v

[ 2*In(z?)dx = 2 [ 2® In(x)dz = ’

u=In(z) v ==

:2%1n(x)—2f§%da::I—41n(m)—$—: Z ln(xQ)—%—i—C’

e 2?sinz ist eine ungerade Funktion. Das Integral auf dem um Null symmetrisches
Intervall ergibt daher Null.
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