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e Aufgabe 1. Gegeben sei eine feste reelle Zahl d € (—1,1) und die Folge {a,} = {a,(d)} = { — },
n

n € IN.

a) [1 P.] Zeigen Sie: {|a,(d)|} ist eine streng monoton fallende Nullfolge.

> a,(d) ist absolut konvergent.

n=1

b) [2 P.] Zeigen Sie: Die Reihe S(d) :

c) [3 P.] Zeigen Sie
|d|
1 —1d]

1S(d)] <
Hinweis: Geometrische Reihe . ..

d) [2 Extra-P.] Man betrachte die Reihe Sy (d) := > (a,(d) +a,(—d)). Warum folgt aus der ab-

soluten Konvergenz von S(d) und S(—d) (siehe b)) auch die von 5S4 (d) 7 (Begriindung angeben!)
Zeigen Sie auch die beiden Identitédten

Si(d) = S(d)+ S(—d) = S(z) — wie lautet z? r = d*

LOSUNG

a) Strenge Monotonie + Nullfolge folgt aus den Ungleichungen

|d’n+1 |d|n 1
angal = S < S = (]l < el < -

b) Absolute Konvergenz: Verwende Quotientenkriterium in Grenzwertform:

. (n+1 n|d| . n
lim lim ————% = lim |[d| — <1 ... OK
<1

—1

¢) Geometrische Reihe als konvergente Majorante:

KD WU

d) Absolute Konvergenz von S (d) folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung aus:

Z jan(d) + an(=d)] < Y lan(d)] + |an(=d)| = Y lan(d)| + ) _ |an(—d

S n Jn

Betrachtet man (% + #), so sieht man, dass fiir ungerade n die Summanden einander
n=1

aufheben und fiir gerade n die gleichen Summanden zweimal vorkommen.

n=1

Also ist = = d2.

Anmerkung: Die betrachtete Reihe ist eine Darstellung fiir —In(1 — d) = In =, |d| < 1 (Taylor-
reihe um die Entwicklungsstelle dy = 0). Das Ergebnis von d) entspricht der Identitdt —In(1 —
d)—In(14+d)=—In((1 —d)(1 +d)) = —1In(l — d?).



1+z

e Aufgabe 2. Gegeben sei die Funktion f: R — R, f(x):= 1€+ .
em
a) [2.5 P.] Zeigen Sie ohne Zuhilfenahme der Ableitung, dass f(x) streng monoton wachsend

1st.

b) [1.5 P.] Geben Sie den Wertebereich W; = f(IR) und die Umkehrfunktion f~': W; — R
1

al.

Wy = (0,¢) F iy = =m(S-1)

c) [2 P.] Der Funktionsausdruck g(x) := f(z™') (f wie oben) ist an der Stelle z = 0 nicht
wohldefiniert. Untersuchen Sie das Verhalten von ¢(z) in der Nédhe von x = 0. Welche Art von
Unstetigkeit liegt vor?

(Hebbare Unstetigkeit / Funktionswert? Pol? Sprungstelle / Sprunghdhe?)

Antwort zu ¢): x = 0 ist Sprungstelle mit Sprunghthe e

LOSUNG

a) streng monoton wachsend: Lie Lias
e e

14 em 14 e

A\

& e (1 +e™) < eTT2(1 4 ™)

PR e1-i-:1:1 +€1+x1+x2 < 61+m2+61+x1+x2

o el+w1 < elJrrg

& e < e & 1 < I,

da e” streng monoton wachsend ist.

b) Wertebereich: f(x) = e <<—. Aus der Monotonie gemi$ a) und

T Y 14e
X X 1
lim ——— =0, lim —— = lim — 1
z——o0 | + €% z—+oo | + €% z—+o0 7% 41
folgt Wy = (0,e).
Umkehrfunktion: Fir y e Wf gilt
v 1
Yy = €e = € = e_f”—klzE & o= —1n<E—1>:1n< )
1+e” e~ +1 Y Yy g 1
c) x =0 ist Sprungstelle von g(z) = f(z~!) mit Sprunghéhe e, weil:
(2) eell® e
X = =
g L+el/z - +1
mit .
9(0) = JS&W =e 90 = JL“&_@ =0
el/z el/z
T ——

!Die Monotonie gemiif§ a) darf hier vorausgesetzt werden, auch wenn a) nicht gezeigt wurde.



e Aufgabe 3.

LOSUNG

a)

a) Gegeben sei die Funktion f(x) = mcos(z + 7cosx).

(i) /1 P.] Ist f(x) periodisch? Falls ja — wie lautet die Periode? (1P)
(ii) /2 P.] Berechnen Sie die Gleichung der Tangente an die Funktion f(z) an der Stelle

.1'0:5.

)

Antwort zu a): (i): Periode p=27  (ii): vy = n(7 —1)(x —

VB

b) [3 P.] Gegeben sei die Funktion g(x) = e*sinx. Zeigen Sie: ¢ ist eine Losung der Differenti-

algleichung ¢ () + 4 g(x) = ¢ = const., und bestimmen Sie den Wert von c.

c =20

c) [2 Extra-P.] Sein € IN ungerade und F(z) eine mindestens n-mal differenzierbare Funktion.

Geben Sie den Wert der n-ten Ableitung der Funktion G(x) := F(x) - F(1—x) an der Stelle

z = 3 an. (Herleitung!)

G(n)( ) -0

L
2

(i) Periodizitdt: f(z) = f(x +p) mit pe R ?

cosx hat Periode 27 = auch f(x) hat Periode p = 2.

(ii) Tangente: Mit f(5) = 0 und f'(z) = —7msin(z + wcosx)(1 —wsinx), f'(0) = m(r — 1) folgt
y = 7(r =1z -3)

() = €” (sinx + cos )
' () = 2e"cosz + e"sinz — esinz = 2e” cosx
g"(x) = 2¢e”(cosz — sinx)
gW(z) = —de®sine = —4dg(z) = ¢=0

Unter Beachtung von %F(l—x) = (—=1)"F®(1—z) (= k-te Ableitung F*®) ausgewertet an der
Stelle 1—x) ergibt sich:
G'(x) = Fl(x)F(1—z) — F(2)F'(1—2)
G"(z) = F'(x)F(1—x2) =2 F'(2)F'(1—x2) + F(2)F"(1—x)
G"(x) = F"(x)F(1—2) =3 F"(x)F'(1—2) + 3F'(2)F"(1—z) — F(2)F"(1—x)

usw. Offensichtlich heben einander bei den ungeraden Ableitungen an der Stelle x = % =1- %
die Werte der Ableitungen weg, weil jeder Term einmal mit positivem und einmal mit negativem
Vorzeichen auftritt. Allgemein fiir ungerade n:

GM(z) = FM(2)FO(1—z) — (T) FO U () FO(1—2) + (g) FO () F@(1—2) + ...

. —( " )F<2>(x)F<"—2>(1—x)+( "

(1) =1 —_7) - O ()1 —
9 n—l)F (x)F (1—2) — FY(2)F"™(1—x)

N =
D)
—~
2
—
=
~—
|
=)

wobei (Z) = (nfk) Daher gilt fiir ungerade n und z = 1 = 1—

[\

Anmerkung: G(x) ist eine ‘gerade Funktion beziiglich der Stelle %’, d.h. mit z = %+h gilt

g(h):==G(E+h)=F(+h)-F(3—h)=G(3 —h) = g(—h) (gerade Funktion in h). Man kénnte
auch den Satz von Taylor (Kap. 10) verwenden, um zu zeigen g™ (0) = 0 fiir eine gerade Funktion

g(z) und n ungerade. Daraus folgt das Resultat wegen G (1) = ¢(0).
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1
e Aufgabe 1. Fiir eine feste reelle Zahl ¢ > 1 sei die Folge {a,} gegeben durch a, = a,(c) = —\/_,
c\/n

n € IN.
a) [1 P.] Zeigen Sie: {a,(c)} ist eine streng monoton fallende Nullfolge.

b) [2 P.] Zeigen Sie: Die Reihe R(c):= ) a,(c) ist konvergent.

3
—

c) [3 P.] Zeigen Sie

Hinweis: Geometrische Reihe . ..

d) [2 Extra-P.] Man betrachte die Reihe S(c):= > n=¢/n.

Fiir welche Werte von ¢ > 1 ist diese Reihe konvergent? (Begriindung angeben!)

LOSUNG
a) Nullfolge:

| ! | L ! 0
im = lim — — =
n—o0 C”\/H n—oo " \/ﬁ

streng monoton fallend:

1
Upt1 < Qp = < & —F—< —=
o otyn+l e e/ntl Y

ist eine wahre Aussage, da ¢ > 1.

b) Quotientenkriterium:

Gntl —Cn\/ﬁ = 1 n ) lim int = —-<1
an, ctiy/n+1 c\ln+1 n—oo | a, €
= (absolute) Konvergenz.
c)
R(C)_il_i 1 <i"’zl"+1_1°‘>1”_11_1
B nzlc”\/ﬁ_ ceontly/n+1 7 = \c _ano c Ccl-1 c-1
1
R <
(¢) £ —
d) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass »_ - fiir k& > 1 konvergiert.
n=0
- —C c - ]'
D nVR = ) —
n=0 n=0"T ¢
1 1 5
c—=>1 & 2—-c—-1>0 = c>2+\f
c

als Bedingung fiir Konvergenz. (Die Nullstellen von ¢ — ¢ — 1 = 0 lauten % + ‘/75; und fiir

c>%+\/75>1istc—%>1.)



1—x

e Aufgabe 2. Gegeben sei die Funktion f: [0,00) = R, f(z):=e .
a) [2.5 P.] Zeigen Sie ohne Zuhilfenahme der Ableitung, dass f(x) streng monoton fallend ist.

b) [1.5 P.] Geben Sie den Wertebereich W; = f([0, >0)) und die Umkehrfunktion f~': W — R
1

arll.

1—Iny
l+Iny

Wp = (g€l ) =

c) [2 P.] Berechnen Sie den Wert von lim f(a™) (f wie oben) in Abhéingigkeit von z € [0, 00).

n—oo

lim f(z") = ... 1(z=1); e(z<1); % (z>1)

n—oo

Hinweis: Der Limes nimmt nur drei verschiedene Werte an.

LOSUNG

a) streng monoton fallend :& x> x5 = f(x1) < f(22). Da {72 fiir > 0 streng monoton
fallend und e® streng monoton wachsend ist, folgt

11—z 11—z
1—x4 1— x5 e TFos
e l<e 7

Tl > Ty =

b) Wertebereich: Aus der Monotonie, f(0) = e sowie lim f(z) = 2 folgt Wy = (1,€].

r—00

Umkehrfunktion: Fiir y € Wy gilt

= 1—x 1—Iny
1+x
g=E =0 1+ ‘ 1+Iny
c)
="

fam) =e™™

Fallunterscheidung:
o r =1
lim f(z") =1
o |z|<1:
—0
1= 2"
lim —
n—oo 1 + x
lim f(2") = e -0 = ¢
o |z|>1:
—0
~ =
. 1/2" =1
im ——
n—00 1/:6"—1—1
\-v_/ 1
lim f(z") = e —0 = —
n— oo e

!Die Monotonie gemiif8 a) darf hier vorausgesetzt werden, auch wenn a) nicht gezeigt wurde.



e Aufgabe 3.
a) Gegeben sei die Funktion f(z) = 7 + sin(7z + sin(7z)).

(i) [1 P.] Ist f(z) periodisch? Falls ja — wie lautet die Periode? (1P)

(ii) /2 P.] Berechnen Sie die Gleichung der Tangente an die Funktion f(x) an der Stelle
o — 0.

Antwort zu a): (i): Periode p=2  (ii): y = 7+ 27z

b) [3 P.] Gegeben sei die Funktion g(z) = sinz coshz. Zeigen Sie: ¢ ist eine Losung der Diffe-
rentialgleichung g™ (z) = cg(z), ¢ = const., und bestimmen Sie den Wert von c.

c = —4

c) [2 Extra-P.] Sein € IN ungerade und F(z) eine mindestens n-mal differenzierbare Funktion.
Geben Sie den Wert der n-ten Ableitung der Funktion G(z) := F(x)- F(—=z) an der Stelle x = 0
an. (Herleitung!)

G™(0) = 0

LOSUNG

a) (i) Periodizitat: f(x) = f(x +p) mitpe R 7
sin(mx) hat Periode 2 = auch f(z) hat Periode p = 2.

(ii) Tangente: Mit f(0) = 7 und f'(x) = cos(mx + sin(7z)) (7w + mcos(wx)), f'(0) = 27 folgt
Yy = 7+ 21z

g'(x) = cosz coshzx + sinz sinhx
g"(x) = 2 cosx sinhzx
g"(x) = 2(cosx coshx — sinx sinhx)

gW(z) = —4sinz cosha = —4g(x)
@ p(—z) = (~1)*F®(—z) (= k-te Ableitung F*) ausgewertet an der

c¢) Unter Beachtung von 7+

Stelle —z) ergibt sich:
G'(x) = F'(x)F(—z) — F(2)F'(—x)
G"(z) = F'(x)F(—x) —2F'(2)F'(—x) + F(2)F"(—x)
G"(x) = F"(x)F(—z) = 3F"(x)F'(—x) + 3 F'(2)F"(—z) — F(2)F"(—x)
usw. Offensichtlich heben einander bei den ungeraden Ableitungen an der Stelle x = 0 die Werte

der Ableitungen weg, weil jeder Term einmal mit positivem und einmal mit negativem Vorzeichen
auftritt. Allgemein fiir ungerade n:

G (z) = FW(2)FO(—z) — <n> FOD()FO(—z) + (n) FOD()FO(—z) + ...

.= ( " )F<2>(x)F<“>(—:c)+< " )F(l)(x)F("l)(—x) — FO@)F™(—g)

n—2 n—1

") = (,",)- Daher gilt fiir ungerade n und = = —z = 0: G (0) = 0.

wobei ( ;

Anmerkung: G(x) ist eine gerade Funktion. Man konnte auch den Satz von Taylor (Kap.10)
verwenden, um zu zeigen G (0) = 0 fiir eine gerade Funktion G(x) und n ungerade.



