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e Aufgabe 1. Gegeben sei die von x € IR abhiingige Reihe !

> n
S(x) = Z an,, mit a, = (x —2)"
n=1 n_%l

a) [1.5 P.] Bestimmen Sie die Menge aller € R, so dass die Reihe S(x) absolut konvergiert.

S(z) absolut konvergent fiir x €

b) [2 P.] Geben Sie fiir den Fall der absoluten Konvergenz unter a) eine Abschitzung folgender
Gestalt an. Wie lauten a und b7

; a = b =

[S(@)] <

’x—a
z—b

Hinweis: Fallunterscheidung beziiglich .

c) [2.5 P.] Fiir welche Werte von x ist die Reihe

T(x) = Z ((n+1)aps1 —nay), a, wie oben

n=1

konvergent (Begriindung!), und wie lautet Thr Wert?

T'(x) konvergent fiir = € Wert: T'(z) =
LOSUNG
a) Quotientenkriterium:
n 1)
Int1] _ ‘M(x—m’ —qg<1 fiur |z—-2| <1
ay, n(n + 2)
= S(x) absolut konvergent fiir = € (1,3)

o0

(Fiir x = 1 und = 3 ist |z — 2| = 1, mit Z la,| = Z ‘nLH‘ divergent.)

n=1 n=1

b) Geometrische Reihe Zq” = %, mit g = |z — 2| < 1, ist konvergente Majorante. Daraus
—q
n=1

folgt

mit a=2 und b=1(zxe(l,2]), b=3(re]23)

Sl < <

q ’:p—a
—q —lxz—=0b

c¢) Teleskopreihe Z (bpi1 — by ), mit

n=1 2

b, = na, = nZ— . (x —2)", ergibt Nullfolge fiir |z —2| <1
= T(z) konvergent fiir = € (1,3) Wert: T(x) = —b =1 _g

! Startindex: n =1 (nicht n = 0))



e Aufgabe 2.
a) [2.5 P.] Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung von

2 —5bx+4
3 —622+11x—6

flx) =

PBZ von f(z) :

b
b) /1 P.] Konstruieren Sie eine rationale Funktion f(z) der Gestalt f(z) = 6111 T mit der
cx

Eigenschaft f(0) =1 und f’(1) = 0. Ist die Losung f(z) eindeutig festgelegt?

c) [2.5 P.] Gegeben sei die rationale Funktion
g(x)

Zeigen Sie: g(x) ist auf dem gesamten Definitionsbereich streng monoton. Fertigen Sie eine
Skizze an und geben Sie moglichst grofie Teilmengen D; C IR an, auf denen ¢g: D; — R stetig
und injektiv ist. Geben Sie auch die Bilder g(D;) an.

o x
o+l x—1°

d) [max. 3 Extra-P.] Fortsetzung von c): Geben Sie denjenigen Zweig der Umkehrfunktion von
g(x) explizit an, dessen Definitionsbereich die Stelle x = 0 enthélt.

Hinweis: Rein formal ergeben sich mehrere Losungskandidaten fiir z = g='(y). Uberlegen Sie,
welcher der richtige ist.

LOSUNG

a) Nenner: 2% —62° + 11z — 6 = (v — 1)(z — 2)(x — 3); = = 1 ist auch Nullstelle des Zihlers:
?—5r+4=(z—1)(z—4) =

22 —Hx+4 x—4 [ Ansatz: ] A N B
= = [Ansatz:] = ——
23 —6224+11x—6 (x —2)(x —3) r—2 x—3
. 2 1
Rechnung ergibt A =2, B = —1, also PBZ von f(z) : 5 3
T — T —
b) Die Forderung 1 = f(0) = a ergibt a = 1. Also:
1+bx ) , b—c
p— t p—y —_—
/(@) 1tca J() (1+cax)?
Die Forderung f’(1) = 0 ergibt ¢ = b. Also:
14+bx . .
flx) = s = 1 eindeutig festgelegt.
» : : 1 . : :
c¢) Definitionsbereich: R\ {—1,1}. Auf D ist g(x) = — | 137 differenzierbar, mit
-z x

1 n 1
z— 12 (z+1)2

> 0 firallex € D,

/
g'(x) =
(
also streng monoton wachsend,? und somit injektiv auf

D, = (—OO, _1)7 .(J(Dl) — ((),OO); Dy = (_17 1)7 .(](DQ) - (_00700)3 D3 = (1700): (J<D3) - (—OO,U)

2D.h. streng monoton wachsend auf jedem der D;. g ist aber nicht ‘global’ monoton auf D — siehe Skizze.
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d) Umkehrfunktionen des Zweiges R: (—1,1) — R:

Zu berechnen ist x € (—1, 1) als Losung von g(z) = y € R. Die Gleichung g(x) = y ist dquivalent

7z
2x 9
g@) = =5 =y & yr+2z -y =0,

mit Losung z = g !(y), gegeben durch

V1i+y2—1

r=0 fir y=0, r = +—"—— fir y#£0
)

mit x € (—1,1). (Beachte auch lim —VlJ;yLl =0 — muss ja gelten wegen Stetigkeit.)

y—0

Anmerkung: Die zweite Losung der quadratischen Gleichung, © = SERAVASS VyHyQ, liegt nicht in (—1,1)
und ist unbeschréinkt an z = 0. (Sie entspricht den anderen Zweigen.)



e Aufgabe 3.

. - od . . . . d . _ 1
a) [8.5 P.] Beweisen Sie - sinx = cosz, indem Sie von - arcsinz = == ausgehen.

b) [2.5 P.] Die Losung der Differentialgleichung «”(z) +a? u(x) = cos(f ) mit u(0) = u'(0) =0

lautet (o) (512)
cos(ax) — cos(fBx
u(z) = 7o
Denken Sie sich a # 0 und x € R fest vorgegeben und berechnen Sie éim u(z) .
—a
gl_{ri u(r) =
n+1
c) [max. 3 Extra-P.] Zeigen Sie: Fiir jedes n € IN gibt es ein z > 1 mit T < (n+1)e.
T —
xr =
Hinweis: Differenzieren.
LOSUNG
a) Mit f(z) = arcsinz, f'(x) =1/v/1— 2% und g(y) = f~(y) = siny ist
9 ) 1 : 1 - (siny)®> = cosy
y) = = = — 1 =
) 1
1— f(y)*
b) de I'Hospital beziiglich der Variablen
, . cos(ax) — cos(fx) .z sin(fx)
R
Also:
lim u(z) = x sin(ax)
B—a 2«
mn—H
c¢) Die Ableitung von f(z) = T
:L' p—
oy (n+l)am(x—1) — a2t
f (27) - (l‘ o 1)2
verschwindet fiir (n+4 1)(x — 1) — 2 = 0, also fiir
1
r =14+ —
n
Hier gilt
(1 + l)n—&-l
fl) = fA+L) = —— =n(1+3)(1+2)" = r+1)(1+21)" < (n+1)e.
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e Aufgabe 1. Gegeben sei die von ¢ € R abhéngige Reihe
JR— 9 E— k
R(c) = kz_oak, mit  ay = ] (3—1¢)

a) [1.5 P.] Bestimmen Sie die Menge aller ¢ € IR, so dass die Reihe R(c) absolut konvergiert.

R(c) absolut konvergent fiir ¢ €

b) [2 P.] Geben Sie fiir den Fall der absoluten Konvergenz unter a) eine Abschitzung folgender
Gestalt an. Wie lautet der Wert von x in der Abschéitzung?

Hinweis: Fallunterscheidung beziiglich c.

c) [2.5 P.] Fiir welche Werte von c ist die Reihe!

o0

T(c) = Z (Kap — (k4+1)%ags1), ay wie oben
k=2

konvergent (Begriindung!), und wie lautet Thr Wert?

T(c) konvergent fiir ¢ € Wert: T'(c) =
LOSUNG
a) Quotientenkriterium:
a(l;;—l = ‘(k ﬁ(lf)?—klj_ ) B—c¢) = g<1 fir B—¢<1
= R(c) absolut konvergent fiir ¢ € (2,4)

(Fiir c=2und ¢ =41ist |3 — ¢/ =1, mit Z lak| = Z ’k—ﬂ| divergent.)
k=0 k=0

— 1
b) Geometrische Reihe qu = mit ¢ = |¢ — 3| < 1, ist konvergente Majorante. Daraus
—q
k=0

folgt

R < —— <

Ty =y = o=c=2 e, s=d-cecld)

c¢) Teleskopreihe Z (bg — by ), mit

k=2 ) k‘2</{3 _ 1) " ] )
b, = k*a, = /{;——l—l (3 = C) ; erglbt Nullfolge fir ’C = 3’ <1
, 4 2
= T(c) konvergent fiir ¢ € (2,4) Wert: T(c) = by = 3 (3—c¢)

! Startindex: k = 2 (nicht k£ = 0))



e Aufgabe 2.

a) [2.5 P.] Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung von

422 —-122+8

fla) = 3 —322 —x+3

PBZ von f(z) :

l4+azx

b) [1 P.] Konstruieren Sie eine rationale Funktion g(x) der Gestalt g(z) = —d
c+dx

mit der

Eigenschaft ¢(0) =1 und ¢'(0) = 0. Ist die Losung g(z) eindeutig festgelegt?
c) [2.5 P.] Gegeben sei die rationale Funktion

1 i 1
x—1 z+1°

fx) =

Zeigen Sie: f(x) ist auf dem gesamten Definitionsbereich streng monoton. Fertigen Sie eine
Skizze an und geben Sie moglichst grofie Teilmengen D; C IR an, auf denen f: D; — R stetig
und injektiv ist. Geben Sie auch die Bilder f(D;) an.

d) [maz. 8 Extra-P.] Fortsetzung von c): Geben Sie denjenigen Zweig der Umkehrfunktion von
f(z) explizit an, dessen Definitionsbereich die Stelle 2 = 0 enthélt.

Hinweis: Rein formal ergeben sich mehrere Losungskandidaten fiir 2 = f~!(y). Uberlegen Sie,
welcher der richtige ist.

LOSUNG

a) Nenner: 2° — 322 —2+3 = (z — 1)(z + 1)(z — 3); = = 1 ist auch Nullstelle des Zihlers:
4a? —12x+8=4(x—1)(z —2) =

4a? —12x+8 A(z —2) A B
= = [Ansatz:] = —— +
23 —322—x+43 (x 4+ 1)(x — 3) z+1 x-3
. 3 1
Rechnung ergibt A =3, B =1, also PBZ von f(z) : +
z+1 -3
b) Die Forderung 1 = ¢g(0) = 1/c¢ ergibt ¢ = 1. Also:
l4+ax ) , a—d
— t - —
9(@) 1+dz g (@) (14 dx)?
Die Forderung ¢'(0) = 0 ergibt d = a. Also:
1
g(x) = e 1 eindeutig festgelegt.
l+ax

c¢) Definitionsbereich: R\ {—1,1}. Auf D ist f(z) differenzierbar, mit

1 _ 1
@—12 (z+1)7

@) = -

< 0 firallex e D,

also streng monoton fallend,? und somit injektiv auf

Dl - (_007_1): f(Dl) = (—O0,0); D2 - (_17 1)7 f(DZ) = (—O0,00); Dd = (LOO): f(Dd) - (O*OO)

2D.h. streng monoton fallend auf jedem der D;. f ist aber nicht ‘global’ monoton auf D — siehe Skizze.




1 " 1 2%
r—1 z+1 22-1

20
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d) Umkehrfunktionen des Zweiges R: (—1,1) — R:

Zu berechnen ist = € (—1,1) als Losung von f(z) = y € R. Die Gleichung f(z) = y ist d4quivalent

zZu
2x 9
fla) = 57— =y & yr"-20-y=0

mit Losung z = f~!(y), gegeben durch

1—4/1 e
7B = oV rY fir y#0

x=0 fir y=0, —
Y

mit x € (—1,1). (Beachte auch lim VI g muss ja gelten wegen Stetigkeit.)

y—0

\/ 2
Anmerkung: Die zweite Losung der quadratischen Gleichung, x = s y1+y , liegt nicht in (—1,1)
und ist unbeschréinkt an = 0. (Sie entspricht den anderen Zweigen.)



e Aufgabe 3.
a) [2.5 P.] Betrachten Sie die Funktion

sin(bx) — sin(cx)
(b+¢)(b—c)

Denken Sie sich ¢ # 0 und x € IR fest vorgegeben und berechnen Sie den Grenzwert })im v(x).
—c

v(z) =

lim v(x) =
b—c

b) [3.5 P.] Zeigen Sie, dass 1/(cosz)? die Ableitung von tan z ist, und zwar unter Zuriickfithrung

. s e d .
auf die Identitdt - arctanz = ﬁ .
c) [maz. 8 Extra-P.] Zeigen Sie: Fiir alle 2 <n € IN existiert ein v > 0 mit % < e.
u =
Hinweis: Differenzieren.
LOSUNG
a) de 'Hospital beziiglich der Variablen b:
_ .. sin(bw) —sin(cx) .z cos(bx)
e =T T
Also:
, x cos(cx)
1 _ Iooed)
61—% v(z) 2c
b) Mit f(z) = arctanx, f'(z) =1/(1+2?) und g(y) = f~(y) = tany ist
1 1 1
/ 2
g(y) = = = 14 (tany)” = .
W = 1 N Ik
L+ f1(y)*
1 n
c) Die Ableitung von f(u) = ﬂ,
nu
n(l+w)"tu—(1+u)"
) = -
verschwindet fiir nu — (14 u) = 0, also fiir?
1
u =
n—1
Hier gilt
(1+w)" (1+ ﬁyl il 1 1 \n-1 1 \n—1
- - —onol( g 1Y) (q4 Lyl (g Lyl
f(U) nu nﬁ n ( +n—1)< +n—1) ( +n—1) .

3n =1 ist Sonderfall, mit f(u) ] 1 fiir u — oo.



