UE 2 / Aufgabe 1

Fiir eine endliche Menge A ist die Méchtigkeit |A| definiert als die Anzahl der
Elemente von A.

a) Zeigen Sie, dass fiir beliebige endliche Mengen A, B und C' gilt
|JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC]|.

b) (x) Zeigen Sie |P(A)| = 24l fiir jede endliche Menge A, wobei P(A) die
Potenzmenge (= die Menge aller Teilmengen) von A ist.

a) Zunichst: |AU B| = |A| + |B| — |AN B|, da sonst alle Elemente, die in A
und B enthalten sind, in AN B zweimal gezihlt wiirden.

=
|JAUBUC| = |(AUB)UC|=|AUB|+|C|—=[(AUuB)NC|
= [A|+|B|—[ANB|+|C|-[(AnC)U(BNC)|
= |A[+[B[+|C]-|ANB| -
—|ANC|—|BNnC|+|AnBNC| V

b) - Induktionsanfang (n = 0, bzw. n = 1):
Fir A =0 gilt |A| =0 und |P(A)| = {0} = 20=1
Fiir A = {x1} gilt |4 =1 und |P(A)| = [|{0, A} =2'=2
— Induktionsannahme:
Firn € Ngelte |Al=n = |P(4)|=2".
— Induktionsschluss:
Zu zeigen: [Al=n+1 = |P(A)]=2"".

Dazu sei [A| =n+ 1 mit A = {z1,29,...,2,41}. Wihle B = {z1,...,2,},
so ist |B] = n und laut Induktionsannahme |P(B)| = 2", d.h. P(B) =
{Pi,..., Py}, mit P; = Teilmengen von B.

Mit A = BU {z,,41} folgt
271
P(4) = P(B) U | (P U {r}).
i=1
Da die beiden Anteile disjunkt sind, gilt

)
P = [PB)|+ | (iU {zand) | = 2427 = 24 v
1=1
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Alternative zu b):

Verwende kombinatorische Bedeutung der Binomialkoeffizienten:

Es gibt <Z> Teilmengen mit k& Elementen (0 < k <n) =

n

Pl =3 (

k=0

n

k

)= v
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a) Zeigen Sie, dass die Abbildung f: (—1,1) = R, f(z) = 1%, bijektiv ist.
b) Gegeben seien die Funktionen g(z) = /2 — 22 und h(z) = .

x

— Bestimmen Sie den maximalen reellen Definitionsbereich von g und h.

— Bestimmen Sie g o h und h o g zusammen mit ihren maximalen reellen
Definitionsbereichen.

a) — Injektivitat: Sei f(x1) = f(xo) mit z, 29 € (—1,1).

fln) =Iw) & 2 =170

& xgx%Jr(l—:C%)xl—xQ:O

quadratische Gleichung in xy, mit Losungen z1 = xo und z7; = ~1/a,.
Wegen x5 € (—1,1) kommt nur x; = xo infrage. f ist injektiv. v/

— Surjektivitat: Seiy € R. Fiir y =0 gilt f(0) =0,
Seiy#0. fl(x) =y & ya*+2—y=0 & 22+ 2/y—1=0, mit den

Losungen 1 1
12 = — @ + 4_y2 +1
Beachte
?+afy—1 = (x—z)(x—x9) = 2° — (31 + 22)7 + 1 79,
also gilt x1 29 = —1.

(i) Fiir y > 0 folgt ;1 > 0 und x2 < 0, wobei

1 1
xlz——: <1,

= Lo/t
2y Vg

-~

>1

jedoch xo < —1. Also ist x; € (0, 1) das eindeutige Urbild von a.

(ii) Fir y < 0 folgt analog: —1 < x5 < 0 und x; > 1. Also ist x9 € (—1,0)
das eindeutige Urbild von a.

Die Funktion f ist somit injektiv und surjektiv und daher bijektiv. = —
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b) g(x) =v2—2%, h(z) = %

—X

— Definitionsbereiche von g und h:
D, =[-v2,v2], Dy=R\{1}

— Maximaler Definitionsbereich von g o h: Die Funktion

(gon)@) = glh@) = V2 RGP = |2 (12

2

1—=x

ist wohldefiniert fiir

1 5
| <V2, dh. o> Y2
1—2a 2

sein. Also:
Dgon = R\ (1= 42,1+ %)

— Fiir den maximalen Definitionsbereich von

1 1
hog)(x) = h(g(x)) = —— =
ist D, so einzuschrénken, dass v2 — 22 € D, gilt, also v2 — 22 # 1.

Daher:

Dhog = [-V2,V2]\ {-1,1}
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Welche der folgenden Funktionen f : D — B sind injektiv, surjektiv, bijektiv?
Wie muss man den Definitionsbereich D gegebenenfalls einschrinken, damit
f injektiv wird? Wie muss man den Bildbereich eventuell verdndern, damit f
surjektiv wird? Bestimmen Sie auch die Umkehrfunktionen der durch geeignete
FEinschréankungen hervorgehenden bijektiven Funktionen.

a) D={zcR:a2#1}, B=R, f(z)=2322

1—x 7

b) D=B=R, f(z)=2%|2|.

a) f ist injektiv, da f(x1) = f(z2), d.h., 31+_2§i1 = 31+_2xx22 dquivalent ist zu

(3+2.§U1)(1—SIZ2) = (3+2$2)(1—.§U1) & .. = T =29

Fiir x — too strebt f(x) gegen —2. Fiir jedes y € R, y # —2, gibt es ein
Urbild z € R, da

3+2x
11—z

-3
=y & 3+2r=y—yr & 3+2+ylr=y & g;:gT
Y

f ist nicht surjektiv. Um f surjektiv, somit bijektiv zu machen, schriankt
man sie ein zu der Abbildung f: Dy — f(Dy), mit dem Bildbereich

fDg) = fR)={yeR : y#2}
y—3

Die Umkehrabbildung ist y — f~(y) = SR
Y

b) f ist nicht injektiv, da f(z) = f(—x).
f ist nicht surjektiv, da f(z) > 0 fiir alle z € R.

Einschriankung des Definitionsbereiches auf R ergibt die bijektive Funktion
fri Ry — RT,

folx)y=2", mit fl(y)=y.
(‘rechter Zweig’).

Andere Moglichkeit (‘linker Zweig’ der Funktion): f_: R_ — R,
fo(w) =2, mit fTl(y) =~y
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Gegeben sei die Folge (a,);2, mit a, = “= fiir n > 2. Bestimmen Sie eine

Zahl N € N, sodass |a,, — 1| < ¢ fiir alle n > N gilt, fiir

a) =15, b) e = 5.
Es gilt
— 2 3 3
o= 1] = ] -
n+1 n+1 n+1
Da fiir alle n > N gilt niﬂ < Niﬂ, errechnet sich N = N(¢) aus der Forderung
a)
s < 1 N > 29
—— < —, also
N+1 = 10" -
b)
3 1
< 1 N > 299.
N+1 =100 ™9 =

Die Folge konvergiert gegen den Grenzwert 1: Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein
N = N(e) mit |a, — 1| < ¢ firalle n> N:

3—¢
< = N > .
N+1 = °© =2

Also: N = N(e) wichst etwa invers proportional zu ¢ fiir ¢ — 0.
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Untersuchen Sie die angegebenen Folgen (a,), (b,), (¢,) und (d,,) auf
Konvergenz:

n? b n3 — 2
an = n —

nd —2 n?
c,=n—1 d, = b, —c,

Geben Sie im Fall der Konvergenz auch den Grenzwert der Folge an.

Wir verwenden Rechenregeln fiir konvergente Folgen.

— Fiir (a,) gilt

2 1 lim = 0
lim a, = lim " fim = n%?on = =0
n—00 n—oon3 — 2 nmool — 2 1— lim & 1-0
n n — 00
— Fiir (b,) gilt
3 -2 2
lim b, = limn = limn— lim — = o
n— 00 n— 00 n2 n— 00 n— oo n2

(by,) ist bestimmt divergent gegen oo.

— (¢,) mit ¢, = n — 1 ist ebenfalls bestimmt divergent gegen oo.

— Fiir (d,) gilt
n3 — 2
2

2 2
d, = b, —c, = —(n—l):%——Q—%+1:1——
n

n n?

Somit ist (d,,) konvergent mit lim d, = 1.
n— 00

Man sieht: Auch wenn zwei Folgen divergieren, ist es moglich, dass die
Summen- bzw. Differenzfolge konvergiert (unbeschréinkte Terme heben einan-
der weg).
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a) Stellen Sie eine Vermutung auf, wie eine explizite Darstellung der rekursiv
gegebenen Folge (a,,) aussieht:

Gpi1 = 2a, +3a,_1, mit den Startwerten a; =1, ay =3,

und weisen Sie ihre Korrektheit mittels vollstdndiger Induktion nach.
Hinweis: Berechnen Sie einige Folgenglieder.

b) (x) Zeigen Sie, dass die rekursiv definierte Folge

a1 =0, und a,=——— firn>2

nach unten durch 0 und nach oben durch 1 beschréankt ist und dass sie streng
monoton wachsend ist. Ist die Folge konvergent? Wie lautet ihr Grenzwert?

a) Auswertung zeigt az = 9, ay = 27, .... Vermutung: a, = 3"

— Induktionsanfang: a; =3°=1,a,=3'=3

— Induktionsannahme: Fiir alle m < n gilt a,, = 3™!

— Induktionsschluss: Zu zeigen ist: a1 = 3".

Einsetzen in die Rekursion ergibt

py1 = 20ap+ 3an_1
o3l 433" 2= (24 1)3" =3

b) Wir zeigen zuerst 0 < a,, < 1 fiir n > 2 per Induktion.

— Induktionsanfang: as :% v

— Induktionsannahme: Es gelte 0 < a, <1

Induktionsschluss: Zu zeigen ist 0 < a1 < 1. Es gilt

1 ind 1
el = > — >0 Vv
Gl = 5 2
1 ind 1
Gl = 50 1
Wegen a,, < 1 folgt weiters
1 1—2a,+d (1—a,)?
n — Up — — Up — L= 0
ol — 4 2 —ap, ¢ 2 —ap, 2—ay, -

= (a,) streng monoton wachsend.

Die Folge (a,) ist beschrinkt und monoton wachsend und daher nach
Satz 4.7 konvergent. Fiir den Grenzwert a gilt die ‘Fixpunktgleichung’

1
a = s d>—2a+1=0 = a=1.
2—a
n—1

Anmerkung: Ausrechnen bzw. Induktion zeigt: a, = *— . [J




UE 2 / Aufgabe 7

Welche der folgenden Aussagen sind richtig? Begriinden Sie Ihre Antwort.
a) Eine Folge konvergiert, falls sie monoton und beschrinkt ist.

b) Eine konvergente Folge ist monoton und beschrankt.

c) Wenn eine Folge nicht monoton ist, kann sie nicht konvergieren.

d) Wenn eine Folge nicht beschrénkt ist, kann sie nicht konvergieren.

e) (x) Wenn es eine Losung zur Fixpunktgleichung einer rekursiv definierten
Folge gibt, so konvergiert die Folge gegen diesen Wert.

Hinweis: Fiir eine durch ein rekursives Gesetz der Form a,, = f(a,_1) defi-
nierte Folge bezeichnet die man die Gleichung a = f(a) als die zugehorige
Fixpunktgleichung.

a) Richtig (Satz 4.7)

b) Falsch. Beschrinkt, aber nicht notwendigerweise monoton.
(="

n

Gegenbeispiel: a, =
c) Falsch (siehe b))
d) Richtig, da jede konvergente Folge beschrénkt ist (Satz 4.2)

e) Falsch. Durch die Losung der Fixpunktgleichung wird nur eine Kandida-
tin fiir einen Grenzwert ermittelt. Es kann auch sein, dass die Fixpunkt-
gleichung mehrere Losungen hat.

Die Konvergenz ist separat zu zeigen; vgl. Aufgabe 6b). Es spielt aber auch
die Stetigkeit, der Funktion f eine Rolle, vgl. Kap. 6.
Beispiel: (a,) definiert durch a,1 := qa,, mit a; = 1.
— Fixpunktgleichung: a = qa, eindeutige Losung a = 0.
— Konvergenz:
a, — 0 fiir |¢| <1
a, — 1 fir ¢g=1
(ay,) divergent fiir ¢ = —1 und |¢q| > 1
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Zeigen Sie, dass fiir zwei beliebige positive Zahlen z,y > 0 gilt

lim /2" +y* = max{z,y}.

n— oo

Hinweis: Schatzen Sie die Folgenglieder nach unten und oben durch Terme ab,
in denen nur die gréflere der beiden Zahlen vorkommt, und verwenden Sie das
Einschliefungsprinzip.

Wir nehmen 0.B.d.A. an x > y. Es gilt

r = V" < a4+ y* = x 1+<Q> < V2 .
\ T

Mit lim /2 = 1 und dem EinschlieBungsprinzip folgt

n— 0o
lim /2" 4+ y” = x = max{x,y} .

n— 00
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Zeigen Sie fiir p € Nund |¢| < 1: lim n’¢" =0.

n— o0

Hinwers: Bilden Sie die n-te Wurzel der Betridge der Folgenglieder.

Wir verwenden die Rechenregeln fiir konvergente Folgen.

Betrachte a, = {/|n?q"| = (/n)?|q|. Wegen lim /n = 1 (siehe Vorlesung),
n— o0
p
und daher auch lim (C/ﬁ)p = ( lim C/ﬁ) = 1, folgt: Es gibt ein g € [0, 1),
n— 00 n— 00
so dass fiir hinreichend grofie n gilt
jan] < g < 1.
Daher ist die Nullfolge {¢"} eine ‘Majorante’ fiir die gegebene positive Folge
{a'} = {n?q"}, d.h. —¢" < a, < @" fiir hinreichend grofle n.
Aus dem Einschliefungsprinzip folgt daher

lim n?¢" = 0,
n— oo

wie behauptet.

Anmerkung: Man koénnte auch so argumentieren: Fiir hinreichend grofie n zeigt
man leicht .

(n+1)7¢"" < qln”q"[, q€[0,1),
woraus wiederum folgt, dass (fiir hinreichend grofie n) die Folge {|a,|} durch
die Nullfolge {¢"} majorisiert wird.
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Bestimmen Sie fiir die angegebenen Folgen (ay,), (b,) und (¢,,) mit n € N jeweils
— Supremum, Infimum, sowie
— (%) Limes Superior und Limes Inferior,

falls diese Zahlen existieren.

a) a, =1+ (=1)"+n"z,

=

—1

7 n=3%k
b) by=< 77, n=3k—1 (k € N),
—% , n=23k
n?+1
c) ¢, = :
n+1
Hinweis: ‘Limes Superior’ bzw. ‘Limes Inferior’ sind definiert als
Ii nt = 1 liminf {a,} = 1 f
i sup {a,} im 21;[; {ap}, 1111)111 {a,} = i kll;l {ag},

sofern diese Grenzwerte existieren. Fiir beliebige (a,) ist (.S,) = sup {ax} mo-
k>n
noton fallend und (1,,) = klgf {ar} monoton wachsend. Daher gilt auch

limsup{a,} = inf sup{a;}, hm 1nf {a,} = sup klnf {ar} .

n — 00 n—=00 L>p n— 00

a) Die Folge (a,) > 0 zerfallt in die zwei Teilfolgen (ag;) und (ag;—1), mit

2+ = ! kEeN

Qo = —_, ] = —Y— .

2% 5T 2%k—1 5T 1

Die beiden Teilfolgen sind jeweils monoton fallend und konvergent, mit

lim a9, = 2 und hm asp—1 = 0.
k—o00 k—

— Daraus folgt

1
supa, = Supasy = a1 = 2+ —,
neN keN V2
inf a, = inf ag_1=0.
neN keN

— Aus den Grenzwerten der Teilfolgen schliefit man auflerdem

limsupa, = lim ay =2,
n— 00 k— o0

liminfa, = lim ag_1=0.
n— 00 k— o0
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b

0 < (bg) = (%) : monoton steigend und konvergent gegen 1
(
(

0 < (bsk—1) = (517) : monoton fallend und konvergent gegen 0
0 > (bgr—2) = (—#): monoton steigend und konvergent gegen 0

— Daraus folgt

sup b, = max {sup b3k, sup bsi_1, sup bgk_g} = max{l, %, 0} =1

neN keN keN keN
inf b, = min{ inf b3, inf bs,_q, inf b3p_ot = min{0,0,—-1} = —1
neN {keN?”keN?’ " keN " j {0,0,=1}

— Aus den Grenzwerten folgert man

limsupb, = lim b3 =1,
n— 0o k— o0

liminfb, = lim b3 =0.
n— 00 k— o0

c) Die Folge (¢,) = (’f—jll) ist unbeschrankt, weiters streng monoton wach-
send, denn
(n+1)2+1 n>+1
n+2  n+l
(n+12+n+1)—n>+1)(n+2)
(n+2)(n+1)
n*+3n
2 isnta

Cpt41 — Cp =

— Da (¢,) nicht nach oben beschréankt ist, existiert sup ¢, nicht. Es gilt
neN

inf ¢, =c; =1.
neN !
— Da (¢,) unbeschriankt und streng monoton wachsend ist, existieren

weder lim sup ¢, noch liminf ¢,,.
n— 00 n—00




