UE 5 / Aufgabe 1

Zerlegen Sie folgende Polynome in Linearfaktoren (z — x1)(x — x9)(x — x3):
a) 28 —22%2—-92+18
b) 2+ 2*—¢*x—¢* q€ER.

Fiir welche Werte von ¢ treten mehrfache Nullstellen (doppelt, dreifach)
auf?

Hinweis: Erraten sie jeweils eine der Nullstellen.

a) Man errit die Nullstelle 2y = 2. Dann Polynomdivision:

X3 - 2%x"2 - 9%x + 18 / (x-2) = x"2 -9
x"3 - 2*%x72
0 - 9%x + 18
- 9%x + 18
0

= my=3,23=-3 2°—22°-92+18 = (z —2)(z —3)(z + 3)

b) Man errét alle Nullstellen: x93 = —1,¢, —q.

Oder mittels Polynomdivision (z.B. mit z; = —1):
x"3+x"2-q9q2*xx-q°2 / x+1) = x"2-9°2
Xx"3 + x72

0 - q'2*%x - q°2
- qQ°2*%x - q°2

Analog bei Division durch (x — x9) = (z — q) oder (x — x3) = (x + q).
Es ist
P4t —dr—q¢ = (x+1)(z—q)(z+q)
e Doppelte Nullstelle fiir:
g=—-1(x1=x9),q=1(r1 =23) oder ¢ =0 (x2 = x3).
e Dreifache Nullstelle nicht moglich. 0
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Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung (PBZ) folgender rationaler Funktio-
nen:

322 -9 +6 b L
, ¢€R
D) o 0rtis ) B

Zu b): Beriicksichtigen Sie Sonderfille (spezielle Werte von g).

(siehe Aufgabe 1)

a) Nullstellen des Zahlers: x; = 1, und xo = 2 = Nullstelle des Nenners. =
322 —9x+6 3 (x—1)(z—2)
3 —222 - 92+ 18  (z—2)(x — 3)(z + 3)
Ansatz fiir PBZ:

3(x—-1) A B
(x —3)(x+3) T—3 243

3(x—1) = A(z+3)+ Bz —3)
r=3: 6 =64 = A=1
r=-3: —12= —6B = B=2

Also

322 -9+ 6 B 1 n 2
23 —222—-92x+18 -3 x+3

Anmerkung;:

Auch O.K., ohne vorher W, aber mehr Rechenarbeit.
Koeffizient von 1/(x — 2) ergibt sich zu 0.
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b)

T i

Pt —¢r—¢  (r+1)(@—g)(r+q)

‘Generischer’ Ansatz:
T A B C

+ +
(r+1)(z—q)(r+q) z+1 x—-q¢ z+gq

v =Al@—q)(z+q)+Blx+1)(z+q)+Cx+1)(z—q)

1
x ( 7)(—=1+¢q) Z 1
Blg+1)g+q = B=——
€Tr = . = =
q q q q-+4qg 2(q + 1)
1
r=—q: —q =C(—q+1)(—q—q) = C=
. aber anders fiir ‘konfluente’ Félle
(mehrfache Nullstellen, Sonderfille ¢ = 0,1, —1)
e ¢ =0: Man erhélt eindeutige Darstellung
x B 1 1 1
(z+1)22 (z+1)z 2z z+1
e ¢=1: Ansatz
X A1 A2 B
= + +
(x+1)?(x—1) r+1 (x+1)2 z-1
~>  Rechnung ergibt
1 1 1
Alz__a A2:_7 B = —
4 2 4
e ¢ = —1: Genau wie fiir ¢ = 1, weil nur abhiingig von ¢°.

Anmerkung:

— ‘Generischer’ Fall: drei Pole 1. Ordnung
— Sonderfélle: je ein Pol 1. Ordnung, ein Pol 2. Ordnung
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Man bestimme das jeweilige eindeutige Interpolationspolynom p(x) vom Ma-
ximalgrad 3 zu den Datensitzen {(x;,v;),7=0...3} (mit ¢ € R):

a) {(=2+c
b) {(-2,+c¢
c) {(=2+0),
d) {(=2,+¢), (-1, —c),

konstante Daten)

¢

gerade’ Daten)

¢

ungerade’ Daten)

(
(
(
(allgemeine Daten)

+ Auswertung an x = 0.

e Lagrange-Polynome zu den Knoten {xy, z9, x3, 24} = {—2, —1,+1,+2}:

) = f e e ay ~ T DD E-D
o) = ey~ §e - DE-D
R e e e R L [ L
pala) = T EEIE g) (a 1) o

mit p;(x;) = djk -
e Eindeutiges Interpolationspolynom: p(x Z yi pi(T) ,

3 .
oder (alternativ) mittels Ansatz p(z) = ) a; 2’ und Losen des linearen
=0
Gleichungssystems {p(x;) = vy;, ¢ = 0...3} nach den Koeflizienten a; .

e Das Interpolationspolynom kann auch einen geringeren Grad als 3 haben
(dies héngt von den Daten ab, insbesondere von deren Symmetrieeigen-
schaften).

a) Man sieht: p(z) = +c¢ (Grad 0, d.h. konstant)
b) Rechnung ergibt p(z) = =5 + 22 2% (Grad 2, gerade); p(0) = —5¢
c) Rechnung ergibt p(z) = 23 (Grad 3, ungerade); p(0) = 0

d) Rechnung ergibt p(z) = —% + S+ Sa® — £a* (Grad 3, allgemein);

p(0) = =% —
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Gegeben sei die stetige Funktion f: Ry, - R, f(z) =2+ —.
x

a)
b)

)
d)

1

Zeigen Sie: f(x) ist auf (0,1) und auf (1, 00) streng monoton. Wo ist f
fallend, wo wachsend?

Wie lautet der Wert von min f(z)?

(EER+

Wie in a), b), aber fiir g(z) = exp(f(z)).

-2

Wie in a),b), aber fiir g(z) = (f(z))

a)

b)

c)

d)

Anmerkung zu d): Fiir ¢ monoton | :

Beachte
1 > 1 > 1 1 Tr1 — T2
r+— < 9+ — <~ Tl — Xy < —— — =
X1 €2 €2 €1 )
< T9 — I
~ To —T1 >
)
=

(i): 21 <woin (0,1): zy29 <1, daher monoton | v
(ii): @1 < xo, beide > 1: x;x9 > 1, daher monoton T v/

Anmerkung: Schreibweise mit ‘kleiner bzw. gréfier’ (2) kompakt, aber
uniibersichtlich. Deutlicher: (i), (ii) getrennt anschreiben.

Aus a) folgt
min f(z) = f(1) = 2.

LCGR+

g(y) = exp(y) monoton wachsend = Antwort wie unter a)

(Monotonie bleibt jeweils erhalten), mit m%l exp(f(x)) = 2.
HAS

+

g(y) = y~? monoton fallend = Antwort unter a) kehrt sich um

(Monotonieverhalten kehrt sich genau um), mit in&f (f(z)2=0
HASH

(wird nicht als min angenommen), und rrl%gc(]‘"(x))_2 =2"2=1/4.
HASY

f(x1) < f(z2) = g(f(21)) > g(f(z2)) und umgekehrt.




UE 5 / Aufgabe 5

Uberlegen Sie sich basierend auf der Definition der Euler’schen Zahl e eine
Funktion f(t), fiir die gilt

t£%1+ ft)=e,
wobei jedoch f(0) nicht direkt auswertbar ist (hebbare Unstetigkeit). Appro-
ximieren Sie nun e numerisch, indem Sie f(¢) an den Stellen ¢ = 0.1, 0.2, 0.3
durch ein Polynom vom Grad 2 interpolieren und an der Stelle ¢ = 0 auswerten.

Anmerkung: Eine derartige Vorgangsweise wird als Eztrapolation bezeichnet
und leistet in vielen anderen Zusammenhéngen niitzliche Dienste. Die hier
berechnete Approximation von e ist jedoch nicht besonders genau. Wie kénnte
man sie verbessern?

Mit ¢ = 1/n gilt

e = lim (1—#%)”: lim (1+t) )

n— o0

wobei f(0) nicht direkt auswertbar.

Mit .
£(0.1) = <1+E> — 2.50374...

2 \1:
£(0.2) = (HE) — 2.48832...

£(0.3) = (1+1%>m/3 — 239779 ..

ergibt Interpolation und Auswertung an ¢t = 0:

l

p(0) = 2.71405... ~ e = 2.71828.. ..

Verbesserte Variante:
mehr Auswertungen naher an 0, Interpolation mit hoherem Grad

Aber: ‘zu nahe an 0’ und ‘zu hoher Polynomgrad’ funktioniert nicht aufgrund
numerischer Instabilitdt. Optimale Variante hangt von verwendeter Arithmetik
und erwiinschter Genauigkeit ab.
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a) (*) Der Beginn der Exponentialreihe, mit festem n € N,
2 x"
e’ = exp(x) = E,(x) = 1—|—x—|—?—|—...—|—m
liefert eine Approximation fiir e, die fiir ‘kleines’ = sinnvoll ist (immer
genauer fiir immer kleineres |z|). Fiir < 0 handelt es sich um eine alter-
nierende Reihe. Geben Sie fiir den Fall < 0 eine rigorose Abschétzung
fir den Fehler |E,(z) — e®| in Abhéngigkeit von x an.

Anmerkung: Eine sehr dhnliche Fehlerabschatzung gilt fiir alle x € R.
(in VO: spéter).

b) Eine zeitabhéngige Grofle X = X(t) gehorche dem Gesetz X(t) =
Cer t > 0, mit C > 0 und der Abklingrate A < 0. (Falls wir z.B.

die Zeit in Stunden [h] messen, dann hat A die Dimension ‘pro Stunde’,
also [h™'].)

Der Anfangswert C' und die Abklingrate A seien unbekannt, aber bekannt
sind Messwerte 0 < X; = X(f1) und 0 < Xy = X(t2) < X; zu zwei
Zeitpunkten ty > t; > 0. Geben Sie Formelausdriicke an (in Abhéngigkeit
von ty,ty, X1, Xo) fiir die Werte von C, A und die fiir die betreffende
Halbwertzeit Ti,. Stellen Sie C' in der Form C' = X" + X, dar, mit
geeigneten vy, v > 0.

a) Es gilt

xlﬁ-l a:k
—_— | < |— fir k+1 >
‘(k+1)!‘—‘k!‘ e k+1 2 o

= Fiir x < 0 und ab einem hinreichend groflen Index k erfiillt die
alternierende Reihe die Bedingungen des Leibniz-Kriteriums (Satz 5.5).
Satz 5.6 ist anwendbar und zeigt:

‘x‘n—kl

(n+1)!

|[En(2) — €| <

Anmerkung: Inspektion des Beweises von Satz 5.6 zeigt, dass es ausreicht,
dass die Leibniz-Bedingung fiir alle hinreichend groflen Indizes k erfiillt
ist.
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b) Exponentiell abklingender Prozess:
X(t) = Cer mit A <0

e Aus
X(tl) = 06/\751 = X1
X(tg) = CeAtQ = Xy < X

folgt mittels Division

& _ ,@(6)\152 _ e/\(tz—tl) oo = ln(XQ/Xl) _ In Xy — In X,
X1 E(e)‘tl to — 11 to — 11
o Weiters:
X1 Ay In(X,/Xy) Xy \7
C = poYs = X1€ = X1€ VA2) 59— = Xl (E)

t t t
1+ 1 1 2

_ to—ty to—t; __ to—ty to
= X, X" = XX,

3]

e Halbwertzeit (vgl. VO):

In2

—— mit obigem \.
Al

Ty, =
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a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Exponentialfunktion den Limes

lim (In(1+2) — x)

xr—0

b) Wir werten die Funktion f(z) = In(1 4+ z) am Rechner aus, fir = =
1071, 1072, 1073, usw. Hier eine Tabelle der auf 10 Dezimalstellen exakt

gerundeten Werte:

X f(x) = In(1+x)
1e-01 0.95310179804e-01
1e-02 0.99503308532e-02
1e-03 0.99950033308e-03
1e-04 0.99995000333e-04
1e-05 0.99999500003e-05
1e-06 0.99999950000e-05
1e-07 0.99999995000e-07
1e-08 0.99999999500e-08
1e-09 0.99999999950e-09
1e-10 0.99999999995e-10

Versuchen Sie aufgrund der Tabelle zu erkennen, welches quadratische
Polynom ¢(x) fiir kleine x offenbar eine sehr gute Approximation von

f(x) darstellt.

c) Die Relation In(1 + x) ~ g(x) (g(x) aus b)) kann man auch schreiben als
exp(q(z)) ~ 1+x. Entwicklen Sie exp(¢q(x)) in eine Reihe, d.h., bestimmen
Sie die ersten Terme dieser Entwicklung und vergleichen diese mit 1 + .

Was sieht man?

a) ‘e hoch’ ergibt:
exp (In(1 +z) —x) = exp(In(l+x)) - exp(—z)
= (14+z)e® =1, 2—0
= wegen Stetigkeit von In:
In((1+2z)—z) = In(exp(In(l+2) —z)) — Inl
Daher: Inxz ~ x fiir kleine |z|.

b) Man erkennt:
2
In(l+2z) =~ q(zx) = z— % fiir kleine |x|.

=0, x—0.
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c) Ansatz: q(z) =0+ajz+aya? ~

q(z)
ol

l+2 ~ exp(q(x)) = 1+q(x) + + ...

a3 2? +2a1 ap 2° + a3 2*

= 1+ (a0 +axz®) + 5

= 1+a1:c—|—(a2+%%)x2+...

a3 1
ap =1 und as+—=0, also ay = ——,
2 2
d.h.

q(z) = = — % , siehe b).
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a)

b)

Zeigen Sie: |cos(x +¢) —cosx| < /2 (1 —cose)

Anmerkung/Hinweis: Dadurch kann man z.B. den Effekt einer kleinen
Storung € des Winkels z auf den Wert des Cosinus abschétzen.

Zum Beweis greife man auf die berithmte Cauchy-Schwarz’sche Unglei-
chung zuriick (die in ‘Lineare Algebra’ bewiesen wird), und zwar in der
vereinfachten Variante

| a1 by +agby| < \/a%+a§ \/b%+b§

Anmerkung: Die Abschitzung ist nicht 100 % ‘scharf’, sie gilt jedoch fiir
beliebige x und «.

Beweisen Sie die trigonometrischen Identitéten:

2 tan x 1 —tanz

N sin 2 — . _
(i) sin2zx T tan’s (ii) cos2x 1T tanls

Zeigen Sie:

arcsin + arcsing = aresin (E1/1—n2 +n+/1—&2) fir &4n*<1.

Verwende Additionstheorem fiir cos:

cos(x +¢€) —cosx = cosx cosE — sinx sine — cosx

= cosx (cose —1) — sinx sine

Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung anwenden

(mit a1 = cosx, ag = —sinx, by = (cose — 1), by =sineg) ~

|cosz (cose — 1) — sinx sing| <

< Veos2z +sin’x \/(coss —1)2 +sin’e

= 1- \/COSZ€—ZCOS€+1 + sin’e

= /2 —2cose V




8 /2

b) Verwende Additionstheoreme fiir sin, cos; forme um:

0082 X

sin2r = 2sinx cosx = 2 tanz cos’z = 2 tanx 5 —3
COS“ T + sIn” x

1
= 2tanwx 5
1+ tan“x
und
9 . 9 cos?z — sin’ x 1 —tan?x
cos2r = cos“x —sin“x = 5 —— = 5
COS“ T + sin“x 1+ tan“x

Anmerkung: Gilt jeweils fiir x # § + k7, k € Z (wo tanx endlich).
b) Wende links sin an:
sin(arcsin £ 4 arcsinn)

= sin(arcsin§) cos(arcsinn) + cos(arcsin§) sin(arcsinn)

= V1= + V1=
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b)

Weisen Sie die Giiltigkeit der folgenden Additionstheoreme fiir die Hyper-
belfunktionen sinh und cosh nach:

sinh(z +y) = sinhz coshy + coshx sinhy
cosh(x £ y) = coshx coshy + sinhz sinhy

Zeigen Sie: sinh x ist auf R streng monoton wachsend.

b)

) el —e t el +e*
sinhxz = — coshr = ———

Fiir sinh(z + y):
4 sinh(z+y) = 2(e" —e7Y)
Vergleiche mit
4 (sinhz coshy + coshz sinhy)
= (e"—e ") (e +e?)+ (e"+e ) (! —e?)
= ("M 4+ 2T — e — e TY) ("M — 2T 4 T — e Y)
=2(e"M—e"Y)
Analog fiir die anderen Fille.
Fir x1 < xo gilt
e —e M < e?—e ™ v

da e” streng monoton wachsend und e™* streng monoton fallend.
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(*) Um die Entfernung eines Meteoriten M von der Erde zu messen, wird
dieser von zwei verschiedenen Stellen A und B aus angepeilt. Sei | = AB der
(bekannte) Abstand zwischen A und B. Die drei Punkte A, B und M liegen auf
einem Dreieck in einer gemeinsamen Ebene, und gemessen werden die Winkel

a, B zwischen den Strecken AB und AM bzw. zwischen AB und BM.

a)

b)

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass wir a priori wissen, dass das
Dreieck ABM gleichschenkelig ist, d.h., wir benttigen nur eine Messung
fir o« = B. Wie weit ist M von A entfernt?

Eine derartige Messung ist unvermeidlicherweise fehlerbehaftet, d.h., der
gemessene Wert ist & = « (1 4 €) mit einem kleinen relativen Messfehler

a—«o
«

E =

Geben Sie eine Schéitzung dafiir an, wie stark sich dieser Messfehler auf
den daraus errechneten Abstand L = AM auswirkt (in Abhingigkeit von
I, a und €.) Schreiben Sie dies in der Form L = L (1+6) mit dem relativen
Fehlereffekt o.

Hinweis: Verwenden Sie die Ndherungen cosx ~ 1 und sin z ~ x fiir kleine
Winkel 2 und vernachlissigen Sie Terme der Grofienordnung 2.

Rechnen Sie a),b) numerisch durch fiir | = AB = 100km, ¢ =
1072 (1%), 1072 (0.1 %), und unter der Annahme o = 89°.

b)

Aus AB/2 = AM cosa folgt M
N I 1 [
L = AM = - = — secw
2 cos 2
Mit
cosa@ = cos(a+ea)
= cosa cos(ea) — sina sin(e a) L
1st
~ I 1
L=-—
2 cos
1 1
2 cosa cos(ea) — sina sin(eq) AT 7 B
N [ 1 B [ cosa+easina
T 2 cosa—casina 2 cos2a —e2a? sin?a
[ cosa+ casina [ 1 o sin o
o= = —( + € >
2 cos? 2 \ cosa cos? o
I 1 .
= — (l+ecatana) = L(1+46) = L.
2 cos« ——

\?/L_/ -5
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Firl=100km: L = AM =~ 2865 km
Relativer Fehlereffekt fiir oo = 89°:

e ¢ =10"%: Approximation und ‘wahrer’ Wert fiir ¢ :

0~0.9 (90%) bzw. deparr =8.1... (810%)

Fehlerschétzung iiber obige Approximation hier zu optimistisch.

(Fiir € = 1072 haben wir zu grob geschitzt.)

Fiir ¢ = 1072 ist

L ~ 26044km - falsche GroBlenordnung.

e ¢ =10"%: Approximation und ‘wahrer’ Wert fiir §:

0~0.09 (9%) bzw. depart =0.097... (9.7%)
Approximative Fehlerschdtzung hier ziemlich gut.

Fiir e = 1073 ist

L =~ 3145km — wenigstens Groflenordnung O.K.
(Abweichung knapp unter 10 %).

e Man sieht: Fiir a = 89° und kleines ¢ ist der relative Fehlereffekt ¢
um etwa zwei Groéflenordnungen hoher als der relative Messfehler €. Der
Verstarkungsfaktor ist etwa

atana ~ 89

(Wert 89 ‘sieht aus wie’ o in Grad — ein numerischer Zufall.) Fiir & — 90°
geht der Verstarkungsfaktor gegen oc.




