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e Aufgabe 1.

3r — sin(3
a) Berechnen Sie mittels der Regel von de 'Hospital: liII(l) w [a): 1.5 P.]
T— T
lim 3z — sin (3x) g 3 — 3cos (3x)
z—0 x3 z—0 32
i 9sin (3z)
z—0 6x
2 1
_ iy 270507) _ 9
z—0 6 2
b) Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass l—coszx <|z| |furallexeR. [b):1.5P.]

existiert, so dass gilt:
(r — xp) sin& = — cos T + cos xg.

Insbesondere gilt fiir 2o = 0: 1 — cosz = xsin&. Mit xsin€ < |zsinf| < |z| folgt die
Behauptung.

Mit f(z) :==1— cosz gilt f'(x) = sinz. Mit dem Mittelwertsatz folgt, dass ein £ € (zg, z)

¢) Gegeben sei die Funktion | f(z)=zlnz’, >0, beR, b#0

Bestimmen Sie den Grenzwert lim, o f(2). [¢): 1.5 P.]
e b
lim zlnz® = lim bl?x = lim =0
r—0+ z—0+ P z—0+ —3
d) An welcher Stelle 2y hat die Funktion f aus Aufgabe c¢) die Steigung f'(zq) = 37
Geben Sie die Gleichung der Tangente an die Funktion f(z) an dieser Stelle zy an. [d): 1.5 P.]

f(x)=b(Inz+1)
= f,(ﬂl’o) :3b<:>b(111$0+1> =3b
slhryg=2%< 1y =€

f(xg) = 2be?, also ist die Gleichung der Tangente () gegeben durch ¢(x) = 3 bz — be?.




e Aufgabe 2.

und deren

a) Bestimmen Sie die Polstellen und die Nullstellen von h(z) =

Ordnungen in Abhéngigkeit von a,b € R.

[a): 3 P.]

(x —a)(z —b)
(x —1)%(z+3)

h(z) =

a, b ¢ {1,-3}
x =1 Pol der Ordnung 2, x = —3 Pol der Ordnung 1
a#b = x=a, x=>b Nullstellen der Ordnung 1.
a=0b = x=a=>0 Nullstelle der Ordnung 2.

a=1,b¢{1,-3}
x =1 Pol der Ordnung 1, x = —3 Pol der Ordnung 1.
x = b Nullstelle der Ordnung 1.

a=-3,b¢{1,-3}
x =1 Pol der Ordnung 2.
x = b Nullstelle der Ordnung 1.

a=1b=-3
x =1 Pol der Ordnung 1.
Es gibt keine Nullstellen.

a=b=1
x = —3 Pol der Ordnung 1.
Es gibt keine Nullstellen.

a=b=-3
x =1 Pol der Ordnung 2.
x = —3 Nullstelle der Ordnung 1.

b) Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion

1— 22

23 —322+3x -1

[b): 1 P.]

Partialbruchzerlegung fiir %

1 — 2?2 —x—1 A B

&S A=-1 = -2

1 2

Dann ist g(z) = —— — I

G—1P (@12 z-1 (z-17




P —a? +4r —4
c) Zeigen Sie, dass sich flx) = S

z—1

in x = 1 stetig fortsetzen lasst und dass die

Funktion f auf [a,b] Lipschitz—stetig ist. Bestimmen Sie auch die Lipschitzkonstante. [¢): 2 P.]

-2 +dr -4 (z—1)(2® +4)

fx) =

z—1

Alternativ lim, 1 f(z) mit de I'Hospital berechnen.

Lipschitzkonstante auf [a, b]:

z—1

=22 +4

f lésst sich in o = 1 stetig fortsetzen und hat den Wert f(1) = 5.

[f(@) = f)] = 2" = y*| = [(z + y)(z — y)| < 2{max]al, [b[}|z —y]

f ist also Lipschitz—stetig mit Lipschitzkonstante L = 2{max|al, |b|}.

d) Zeigen Sie, dass die Funktion f aus c¢) nicht Lipschitz—stetig ist auf ganz R.

[d): 1 Extra-P. |

Fir alle L > 0 und z, y > é gilt:

[f(2) = fW)l = |2* = y*| = [(z + y)(z — y)| > LIz — |




e Aufgabe 3.

a) Untersuchen Sie die Konvergenz der Reihe Z 2n i
"n!

[a): 2 P.]

Quotientenkriterium in Grenzwertform:

(n1)ntt ( n 1)n( n 1) on | 1 1\"
g (1 n e _ ¢ ' .
nll_I)Iolo T@T’;' = nh_I)Tolo Y nh_r}I;O 3 (1 + E) =3 > 1 = Divergenz
b) Berechnen Sie den Wert der Reihe i ! [b): 2 P.]
ps k? —1
n 1 B n 1 B 1 n ( 1 1 >
2 _1 _ 2 k—1 k+1
—~ k-1 ~ (k+1)k-1) 2&\k-1 k+1
R IPUNR DR N S S S S L] 1
2 32 4 3 5 4 6 7 n—1 n+1
o0 1 n 1 3
= li =—(142)=-
; 21 ol k21 3 =1

¢) Fiir welche y € R, konvergiert die Reihe Z (=1)% (2y)? 1 |2

[c): 2 P.]

k=0
Wir fiihren die gegebene Reihe auf eine geometrische Reihe mit ¢ = —4y? zuriick:
> @ = Y e 3 (-
k=0 k=0 k=0
Diese Reihe konvergiert fiir || < 1, also fiir y € ( % %)

d) Berechnen Sie im Fall von Konvergenz den Grenzwert der Reihe aus ¢).

[d): 1 Extra-P. ]

o0

ST Ey* =2y > (—D)F ) =2y Y (—4y?) 2y %

—A02) 2
k=0 k=0 k=0 ( 4y) 1+4y




Institut fiir Analysis und Scientific Computing TU Wien
W. Auzinger, G. Schranz-Kirlinger WS 2013/2014

ANALYSIS I FUR TPH, UE (103.088)
2. Ubungstest (FR, 10.01.2014) (mit Lisung)




e Aufgabe 1.

a) Fiir welche x € R, konvergiert die Reihe Z F(2x)? |2 [a): 2 P.]
k=0
Wir fiihren die gegebene Reihe auf eine geometrische Reihe mit ¢ = —4a? zuriick:
D (=DF e =22 > (—1)F (20)% =22 ) (—4a?)*
k=0 k=0 k=0
Diese Reihe konvergiert fiir |¢| < 1, also fiir z € (-3, 3).

b) Berechnen Sie im Fall von Konvergenz den Grenzwert der Reihe aus a) .

[b): 1 Extra-P. |

o0

> 2 2
2 2k’+1 2 — —

D 3 e T
k=0 k=0

o . = n"

¢) Untersuchen Sie die Konvergenz der Reihe Z ST [¢): 2 P.]
mn!
n=0

Quotientenkriterium in Grenzwertform:

(n+1)nt! n n n
lim 27T (1) (n+1)™"(n+1)2"n! o1 (1 N l)
n

i = lim = lim —
n—00

T n—00 nn on+l (n —+ 1)' n—oo 2

= g > 1 = Divergenz

= 1
d) Berechnen Sie den Wert der Reihe Z

[d): 2 P.]

_ 1, 1+1 1+1 +1 1+ N 1 1
2 3 2 4 3 4 6 N—-1 N+1
00 N
1 1 1 1. 3
= lir ——(1+-)=2
;nQ—l leio; 213Uty =7




e Aufgabe 2.

a) Berechnen Sie mittels der Regel von de 1'Hospital:

lim
z—0

2z — sin(27)
B

[a): 1.5 P.]

22 — sin (22
lim 22O glr‘l( z)
z—0 3x3

2 — 2cos (2x)

= lim
z—0 9{1}2
4sin (2
= lim 75111( 7)
z—0 182
5 (2 4
 lim 8 cos (27) _ 4
z—0 18 9

b) Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass

1 — cos (2x) < 2|z

firallex e R. [b): 1.5 P.]

¢ € (wg, ) existiert, so dass gilt:

folgt die Behauptung.

(x — x)2sin (2§) = — cos (2z) + cos (2x9).

Mit f(x) :=1— cos(2x) gilt f'(z) = 2sin (2z). Mit dem Mittelwertsatz folgt, dass ein

Insbesondere gilt fiir o = 0: 1 — cos (22) = 2z sin (2€). Mit 2z sin(2§) < 2|z sin(2¢)| < 2|z|

c) Gegeben sei die Funktion | f(z)=2lnz**, >0, acR, a#0
Bestimmen Sie den Grenzwert lim, o f(2). [¢): 1.5 P.]
oo 3a
lim zInz* = lim 3a}n:17 = lim =0
z—0+ z—0+ P r—0+ —22
d) An welcher Stelle xg hat die Funktion f aus Aufgabe c) die Steigung f'(xzq) = 15a?
Geben Sie die Gleichung der Tangente an die Funktion f an dieser Stelle zy an. [d): 1.5 P.]

f'(z) =3a(lnx +1)
= f(z0) = 15a < 3a(lnzg + 1) = 15a
e lngyg =4z, =¢

f(xg) = 12 ae?, also ist die Gleichung der Tangente () gegeben durch t(z) = 15 ax — 3ae®.




e Aufgabe 3.

2
—7x—2
a) Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion g(z) = p fngi S 1
[a): 1 P.]
2 —x—2 C(r+1)(x-2) -2 A N B
3+322+3r+1 (x+13 (z+1)2 z+1  (z+1)2
& A=1 B=-3

Dann ist g(z) = #1 - ﬁ
5222 42 —4
b) Zeigen Sie, dass sich f(z) = : ° +2 ° in x = 2 stetig fortsetzen ldsst und dass die
l’ —_—

Funktion f auf [a,b] Lipschitz—stetig ist. Bestimmen Sie auch die Lipschitzkonstante.

[b): 2 P.]

23 —202+2r -4 (v-2)(2*+2)
/() T —2 B x—2

f lésst sich in o = 2 stetig fortsetzen und hat den Wert f(2) = 6.

2 +2

Alternativ lim, 5 f(z) mit de I'Hospital berechnen.

Lipschitzkonstante auf [a, b]:
[f(@) = f@)l = 12* = y*| = |(z + y) (@ — y)| < 2{max]a], [b[} |z — y|

f ist also Lipschitz—stetig mit Lipschitzkonstante L = 2{max|al, |b|}.




c) Zeigen Sie, dass die Funktion f aus b) nicht Lipschitz—stetig ist auf ganz R.

[c¢): 1 Extra-P.]

Fir alle L >0 und z, y > % gilt:

1f(z) = fy)| = |2® — | = [(z + y)(z —y)| > L|z —y]

d) Bestimmen Sie die Polstellen und die Nullstellen von

(x —¢)(z — d)

T @+ )22 — 3z —4)

Ordnungen in Abhéngigkeit von ¢, d € R.

und deren

[d): 3 P.]

h(z) =

(x —¢)(z — d)

c,d ¢ {—1,4}

c#d = x=c, x=d Nullstellen der Ordnung 1
¢c=d = x = c=d Nullstelle der Ordnung 2

c=—1,d¢{-1,4)

x = d Nullstelle der Ordnung 1

c=4,d¢ {-1,4}
x = —1 Pol der Ordnung 2
x = d Nullstelle der Ordnung 1

c=—-1,d=14
x = —1 Pol der Ordnung 1
Es gibt keine Nullstellen.

c=d=—1
x = 4 Pol der Ordnung 1
Es gibt keine Nullstellen.

c=d=4
x = —1 Pol der Ordnung 2.
x = 4 Nullstelle der Ordnung 1.

(e + 1)2(x — 4)

x = —1 Pol der Ordnung 2, x = 4 Pol der Ordnung 1

x = —1 Pol der Ordnung 1, x = 4 Pol der Ordnung 1
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e Aufgabe 1.

3 2 3r —3
a) Zeigen Sie, dass sich h(z) = v " 1I in x = —1 stetig fortsetzen lasst und dass die
x
Funktion h auf [c, d] Lipschitz—stetig ist. Bestimmen Sie auch die Lipschitzkonstante. [a): 1 P.]

h(x>::173+.732—337—3:(.r+1)(:172—3):x2_3
r+1 r+1

h lasst sich in @ = —1 stetig fortsetzen und hat den Wert h(—1) = —2.

Alternativ lim,_,_; A(x) mit de I'Hospital berechnen.

Lipschitzkonstante auf [c, d]:
[h(z) = h(y)] = 2* = y*| = [(z + y) (= — y)| < 2{max|c], |d[}|z - y|

h ist also Lipschitz—stetig mit Lipschitzkonstante L = 2{max|c|, |d|}.

b) Zeigen Sie, dass die Funktion A aus a) nicht Lipschitz—stetig ist auf ganz R. [b): 1 Extra-P.]

Fir alle L > 0 und z, y > % gilt:

[h(z) = h(y)| = |2* = y*| = |(z + y) (& — y)| > Llz — y|

. . . . ?+4z+3
¢) Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion | f(z) =
23+ 322+ 3xv 41
[¢): 2 P.]
?+4r+3  (z+1)(x+3) xz+3 A N B
B +32+3x+1 (x+13 (412 x4+1 (z+1)2

s A=1 B=2

Dann ist f(x) = #1 + (a:—fl)Q'




d) Bestimmen Sie die Polstellen und die Nullstellen von g(x) =

Ordnungen in Abhéngigkeit von p,q € R.

und deren

[d): 3 P.]

_ (@=p)lz—q)
9@ = R )

b, q ¢ {_17 2}
x = —1 Pol der Ordnung 1, x = 2 Pol der Ordnung 2
p#q = x=p,x=q Nullstellen der Ordnung 1
p=¢q = z =p=q Nullstelle der Ordnung 2

x = 2 Pol der Ordnung 1, x = —1 Pol der Ordnung 1
x = q Nullstelle der Ordnung 1

x = 2 Pol der Ordnung 2
x = ¢ Nullstelle der Ordnung 1

p=-1,q¢=2
x = 2 Pol der Ordnung 1
Es gibt keine Nullstellen.

p=q=2
x = —1 Pol der Ordnung 1
Es gibt keine Nullstellen.

x = 2 Pol der Ordnung 2
x = —1 Nullstelle der Ordnung 1




e Aufgabe 2.

=~ 1
a) Berechnen Sie den Wert der Reihe w1 | [a): 2 P.]
k=2
n 1 B n 1 B 1 n ( 1 1 >
2 _1 —_ 1) 2 E—1 ko1l
—~ k-1 = (k+1)(k-1) 2&\k-1 k+1
1 11 1 n 1 1 n 1 1 n n 1 1
2 32 4 3 5 4 6 7 n—1 n+1
=~ 1 o 1 1 1, 3
2o poiom) m=sty) =g
k=2 =2
b) Fiir welche y € R, konvergiert die Reihe Z (—=D)F (3y)* 1 |2 [b): 2 P.]
k=0
Wir fithren die gegebene Reihe auf eine geometrische Reihe mit ¢ = —9y? zuriick:

WK

(—DFBy)* ™ =3y Y _(—1)FBy)* =3y > (~9)"

e
i

0

Diese Reihe konvergiert fiir || < 1, also fiir y € (—%, %)

¢) Berechnen Sie im Fall von Konvergenz den Grenzwert der Reihe aus b) . [c): 1 Extra-P. ]

_1k3 2k+1:3 _1k3 Qk:?) _92k: —
];( ) (3y) y};( )* (3y) y};( ) = T o) ~ T1op
d) Untersuchen Sie die Konvergenz der Reihe Z = | [d): 2 P.]
k=0
Quotientenkriterium in Grenzwertform:
(k1)K H! k k k
gy . (B DMEH1)2K ] 1\" e L
AT TR T g a2 (UTy) T Divesew




e Aufgabe 3.

a) Gegeben sei die Funktion | f(z)=zlnz?*, >0, beR, b#0

Bestimmen Sie den Grenzwert lim, o, f(x). [a): 1.5 P.]
2blnz = 2L
lim zInz?® = lim 111x = lim =0
z—0+ z—0+ p x—0+ —=

b) An welcher Stelle zo hat die Funktion f aus Aufgabe a) die Steigung f’(z) = 4 b?
Geben Sie die Gleichung der Tangente an die Funktion f an dieser Stelle z an. [b): 1.5 P.]

f'(x)=20(Inz+1)
= f'(x0) =4b< 2b(Inxyg+ 1) =4b
Shry=1&2=c¢

f(zo) = 2be, also ist die Gleichung der Tangente t(x) gegeben durch t(z) = 4 bx — 2be.

dx — sin(H
c) Berechnen Sie mittels der Regel von de 'Hospital: lir% %gl(x) [¢): 1.5 P.]
r— xXr
lim S5z — sin (5x) _ lim 5 — 5cos (5x)
z—0 3 z—0 612
— im 25 sin ()
x—0 12x
. 125cos(bx) 125
=lim — = —
z—0 12 12
d) Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass | sinz < |z| |fiir allez € R. [d): 1.5 P.]

Mit f(z) :=sinx gilt f'(z) = cosz. Mit dem Mittelwertsatz folgt: es existiert ein £ € (o, z),
so dass gilt:
(r — xp) cos & = sinx — sin x.

Insbesondere gilt fiir zp = 0 : sinz = x cos&. Mit x cosé < |rcosé| < |x| folgt die
Behauptung.
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