UE 8 / Aufgabe 1

Finden Sie eine Stammfunktion von f(x) mittels partieller Integration / Sub-
stitution:

a) f(z) =eV" b) f(z) =In(1+2°)  c) f(z) =e"sin(bz)
(a #0)
a) Substitution + partielle Integration:
t=+/1
/eﬁ‘dx = | dt =3 J de= i do
dr = 2tdt
_ t _
—2/t 3 dt—2<t / dt)

= 2tel —e' +C = Qef(\/z—1) +C
b) Partielle Integration:

2x
1 - ln(l+2% de = In(1 + 2?) — ——
/U/ n( ;I—a:) x :;s n( ;i—:z:) :j 2
mit v
x? 1+22—1
/1+x2dx:/ e dx—/dx—/1+x2 = r —arctanx +C
—

/ln(l + 23 dx = 2 In(1 +2*) — 22 + 2 arctanx + C

c) 2x partiell integrieren:

I = /em sin(bzx) do = ‘ sin(bx) —/ ‘ b cos(bx) dx
mit " "
eal’ eaI
/ cos(ba) dz = — (cos(bx)) — / (—b sin(bz)) da
=~
eax
= b I
- cos(bx) -
—
1 .. b v
I = e sin(bx) — pe e’ cos(bx) — ?I,
7 — e (a sin(bx) — b cos(bx)) e (a.b € R)

a? + b2




UE 8 / Aufgabe 2

Bestimmen Sie mittels Partialbruchzerlegung eine Stammfunktion von

I 3+ 1
a2 (a3 1)
Partialbruchzerlegung -~
@ +1 3+ 1 B 1+ 2 N 2(1—ux)
22(z3—1)  22(z—-1)(22+x+1) 22 3(@x-1) 3@@2+z+1)
=
/x3+1 dx+2/dx+2/ 1—afd
- @@ == — - —_ —_ - = €x
r?(x3 — 1) x? 3) xz—1 3) 24+z+1
mit
dv 1
22z
d
/ xl = Injz -1,
und v

l—x —%—x %
—dr = ——dr+ | ——dx
R | ?+r+1 ?+r+1
1/ 2x+1 g +3/ dx
= - ———do+=- | ———.
2) »?*+r+1 2) 22+x+1
Verwende Substitution bzw. quadratische Ergénzung:
2z +1 dr — ?+r+l=u
22+r+1 | (e+1)de=du
du

= = Infu| = In(2® +2+1),

/ dx B / dx B / dx
2+ x+1 (xz—I—x—l—%l)—l—% (334_%)24_%

_|_
_ 4/ dx 4/ dx
= — 3 - 3 2
3 4@+ +1 3 (Ze+D) +1
2 (z+H=u 4 /3 23
2
= &/i:\/?gdu = §7arctanu = 3 arctan(\%(ilf—F%))

1 2 3
arctan (% (22 +1)) +C

1 2
I = E+§1n\x—1\—§ln(:ﬂ2—|—x+1)+

B




UE 8 / Aufgabe 3

a) Sei g = f~1. Sei weiters F' die Stammfunktion von f und G die Stamm-
funktion von g.

Zeigen Sie: G(z) =x g(x) — F(g(x)) .
b) Berechnen Sie [ arctanz dz mit Hilfe von a).

c) Berechnen Sie [ W(z)dx mit Hilfe von a), wobei W(z) die Lambertsche
W-Funktion bezeichnet.

a) Zu zeigen: G'(x) = g(x)
G'(z) = zg'(x) +g(x) — F'(g(x)) g'(x)
= zg'(z) +9(x) — f9(z)) g'(x)
= xg{7) + g(v) — z64T] = g(z) v
b) Mit f(z) = tanz = 322 ypnd* F(z) = —In(cosz) + C folgt fiir g(z) =

CcosT

arctan x :
/arctan rdr = warctanx + In(cos(arctanz))
1
= xarctanx+ln< >+C
V1422
1
= yarctanz — 3 In(1 4 2%) + C,
__ sin(arctan x) 2 1

denn aus # = ————— folgt cos(arctan(z)) = = .

cos(arctan z)
c) Mit f(x) =xe” und F(x) = ze® — e* folgt fiir g(x) = W(x):

- _ W (z) W (z)
/W(x) de = zW(x) —W(x)e + ¢

@Substitution; cosx = u




UE 8 / Aufgabe 4

Uberpriifen Sie, ob folgende uneigentlichen Integrale existieren, und berechnen
Sie ggf. ihren Wert.

a)/ r—1 b) /olﬂd—ffx?

a) Pol 1. Ordnung an = = 1:

2 dx , == dx _ 2 dx
= lim + lim
0&7—1 €—>O+0 l’—l 6 — 0+ 1+5$—1
2
= Egr(r)l+ln|ac—1\ ‘ + hm 1n\x ||m:1+5
= lim Ine— lim Ind = —0c0 + o0
e— 0+ 0— 0+
Das uneigentliche Integral existiert nicht.
Jedoch: ' s ! '3 :
= lim (Ine—Ine) = 0
e— 0+

(Cauchy’scher Hauptwert

b) Unendlichkeitsstelle an x = 1:

= lim

/1 x / dx
0 V1 —a2 c—=1=Jy /1 — 22

. . c
= lim arcsinz ’ -
c—1— =0

= arcsinl — arcsin() =

konvergent.




UE 8 / Aufgabe 5

Geben Sie die allgemeine Darstellung von

1
Lyn = / ™ (1 —z)" dx
0

in Abhéngigkeit von m,n € Ny an.

Hinwers: Leiten Sie eine rekursive Darstellung her.

Partiell integrieren:

xm—i—l

1 1 1xm—|—1
2" (1 —x)" dx = 1—o)" | — —n(l—=2)""Y da
/Ovul (HU,_)/ m+1L17LO /Om—}—1£ (V/ ) )J

n
1, = I _—
n m+ 1 m+1n—1
~» Induktionskette:
n
]mn — [m n—
n 1 +1,n—1
B n n—1
— m—+1m+2 m+2,n—2
B n n—1 1
C om+1m+2 m-+n mtn,0
mit 1 1
Lyino = 2"y = ————
0 /0 m-+n+1
—
n n-—1 1 1 m! n!

m+1m+2 m+nm+n+tl (m+n+1)!

mmn —

Anmerkung: Alternative (Binomialentwicklung fiir (1 — z)") ist hier nicht sehr
hilfreich.




UE 8 / Aufgabe 6

a) Untersuchen Sie mit Hilfe des Integralkriteriums die Konvergenz der Reihen
o0 1 o0
2 g E:kmk
k=1 k=2
in Abhéngigkeit von dem Parameter a € R, a > 0.

Hinweis: (i) ist im Vorlesungsskriptum abgehandelt. Vollziehen Sie das
nach, und fithren Sie (ii) auf (i) zuriick, indem Sie das entsprechende Inte-
gral geeignet substituieren.

b) Der Beweis des Integralkriteriums beruht darauf, dass die Reihe einer
Riemann-Summe fiir das Integral entspricht. Im Konvergenzfall gilt auch

> s < [Trwar < 3w

k=m+1

Geben Sie mit Hilfe dieser beiden Ungleichungen je ein Intervall (a,b) an

mit
— 1 — 1
) (11) D) € [CL, b]
02 me 2 i)
= 1
a) (i) Die Reihe Z o konvergiert fiir & > 1 und divergiert fiir a« < 1, da
k=1

das uneigentliche Integral

/“m y ¢ dx el a#l,
— = lim — =
o x c—oo fi T Inc, a=1

fiir a > 1 konvergiert und fiir o < 1 divergiert.

. - 1
(ii)) Analoge Uberlegung fiir Z W, mit
/OC dx _ Ju=Inz B /OO du
s z(lnz)*  |du=dx/r|  Juou’

mit gleicher Folgerung wie fiir a).




6/2

b)

(i) Aus
— 1 “dr =1
O I DI
k=2 k=1
folgt
=1 *“dx =1
SE-tc [ <Y
k=1 k=1
Daher:
=1 *“dx .
k=1
und
i 1 /OO dv
13 3 2
1 k 1 X
Also:
v 1L [1,2]
k3 27217
k=1
(ii) Aus
e () D e
— k(lnk) 2 x(Inx) — k(Ink)
folgt

=~ 1 1 >
Z k (In k)® N 2 (In2)? : /z z (Inz)’ =

Also:

+/O° dv 1 N 1
~ 2(In2)* ) z(nz)?  2(In2)° 2’

/OO dx 1
Z 2 — .
2 x(lnz) In?2

1 1 1

- 1
Z k:(lnk)2 € [1112’ 1I12+

~ [1.44,2.48] .
2 (In 2)2} | |




UE 8 / Aufgabe 7

Bestimmen Sie die Taylorreihen von f(z) := v/1 4+ z und g(z) := 11+x an der
Stelle xy = 0.

e Ableitungen von f(z) = (1 + x)% ;

fl@) = = (@+1)

2
@) = 5 (—5) @+
e = H(-4) (e

~> Taylorreihe an der Stelle zp = 0:

0 () (
Z f n(' 0) (.Qf . xo)n
n=0 ’

I”

[
.
_|_
NE
N\
—.
[G%)
Ll
[\W)
ol
N—

n!

e Es gilt g(x) =2 f'(z), und daher (gliedweise Differentiation)

o =23 (157

n=1 k=1
= 3—2k 21
=1+23 (11 )(n—l)!
n— k=1
o0 n+1
r 3 —2k\ 2"
:1+QZ(-~—[ 9 >H
n=1 k=1
1= 2k 2"
:1+Z( 17 )H
n=1 k=1




UE 8 / Aufgabe 8

Bestimmen Sie die Potenzreihenentwicklung von

(1 —¢)
d
/0 — e,

sowie deren Konvergenzintervall.

Hinweis: Betrachten Sie die Taylorreihe von In(1 — x) beziiglich zy = 0.

Die Taylorreihe von g¢(z) = In(1 — a:) an xo =0,

- >

n=

o0
-y
n

n=1

—_

konvergiert fiir alle z € (—1,1) gegen g(z) (siche Kapitel 14).

—

n—1

T i

9

n

g(z)  In(l-2x) _ _f:a:

und daraus mittels gliedweise Integration (Satz 14.3!)

/Of”ln(lg—f) de — _/Owifll e




UE 8 / Aufgabe 9

a) Zeigen Sie

Yokat = —T . ze(-11),
P (1—2x)
durch gliedweise Differentiation von
= 1
k
= 1
=T (1)
k=0

b) Allgemeiner: Leiten Sie einen Rekursionsformel fiir
Sm(z) == Z Emab (m e Np)
k=1

her. Werten Sie S,,(x) fiir m = 1 und m = 2 aus.

a) Beidseitiges Differenzieren von (1) (Satz 14.3!) + Multiplikation mit x ~-

T - kabl = * v
k%z (1-a)

b) m = 0: geometrische Reihe

Rekursion m — m + 1 mittels gliedweise Differentiation (Satz 14.31):

d S S o1
S (x) = . kMt = Z km@xk = Z it = . m+1(2)
k=1 k=1 k=1
1
Also: S1(x) = x5 (x), mit Sy(z) = . %€ (—1,1)
em=1: Si(z) = 2S)(z) = (1_—:)2 (siche a))
, r(l+4x)
oem=2: Sy(x) = xS5)(zr) = 5
i—)

® USW.




UE 8 / Aufgabe 10

a) Ein Rotationskorper entsteht durch Rotation des Graphen einer Funktion
f(z) um die z-Achse (a < z <b). Geben Sie eine Formel fiir das Volumen
des Rotationskérpers an, und zwar in Form eines Integrals

/abr(x) dx .

Hinweis: Machen Sie eine Skizze und {iberlegen Sie, fiir welche Funktion r
(in Abhéngigkeit von f) die Riemann-Summen von r gegen das gesuchte
Volumen konvergieren. So erhalten Sie die gesuchte Formel. Einfacher aus-
gedriickt: Man stellt sich vor, dass sich der Rotationskorper aus ‘unendlich
vielen, unendlich diinnen Kreisscheiben’ zusammensetzt.

b) Ein etwas zerquetschter Faschingskrapfen entsteht durch Rotation der Kur-
ve y = cosx um die x-Achse (—F <z < 7). Berechnen Sie sein Volumen.

a) [Skizze!]| Betrachte Riemann-Summe ) A, r(§;) fiir die Funktion

r(@) = 7 f(a)?,

und interpretiere die Riemann-Summe als aufsummiertes Volumen von

Kreisscheiben mit Dicke A; und Radius f(¢&;).

Mit f(z) ist auch r(z) integrierbar, und Grenziibergang wie beim Riemann-
Integral ergibt das Volumen des Rotationskorpers:

b
V = 77/ f(z)*da.

b) Krapfenvolumen:
2

V:W/ COSQZ’dx:%.

ol

(MIE]




