Analysis I fiir TPH, UE (103.088), WS 2013/14 8. Ubungsblatt (27.01.2014)

1. Finden Sie eine Stammfunktion von f(z) mittels partieller Integration / Substitution:

a) f(z) = e¥7, b) f(x) = In(1+2%). ¢) f(z) = e sin(br) (a#0).
2. Bestimmen Sie mittels Partialbruchzerlegung eine Stammfunktion von
2+ 1
22 (23 —1) "

3. a) Sei g = f~'. Sei weiters F' die Stammfunktion von f und G die Stammfunktion von g.
Zeigen Sie: G(z) =z g(x) — F(g(z)) .
b) Berechnen Sie [arctan z dz mit Hilfe von a).
c) Berechnen Sie [ W (z) dx mit Hilfe von a), wobei W (x) die Lambertsche W-Funktion bezeichnet.

4. Uberpriifen Sie, ob folgende uneigentlichen Integrale existieren, und berechnen Sie ggf. ihren Wert.

a) / b) /1 dx
r—1 0 V1 — x2
5. Geben Sie die allgemeine Darstellung von
1
Lyn = / 2™ (1 —x)" do
0

in Abhangigkeit von m,n € Ny an.
Hinweis: Leiten Sie eine rekursive Darstellung her.

6. a) Untersuchen Sie mit Hilfe des Integralkriteriums die Konvergenz der Reihen

o 1 o=
kz::lz?a (i) ék(mk)a

in Abhéngigkeit von dem Parameter a € R, o > 0.

Hinweis: (i) ist im Vorlesungsskriptum abgehandelt. Vollziehen Sie das nach, und fiithren Sie
(ii) auf (i) zuriick, indem Sie das entsprechende Integral geeignet substituieren.

b) Der Beweis des Integralkriteriums beruht darauf, dass die Reihe einer Riemann-Summe fir
das Integral entspricht. Im Konvergenzfall gilt auch

/ flz)dx < Z f(k
k= m+1
Geben Sie mit Hilfe dieser beiden Ungleichungen je ein Intervall (a,b) an mit
> 1

i ]j (ii) kz:; ke € [a, 0]

7. Bestimmen Sie die Taylorreihen von f(z) := /1 + z und g(z) := \/1le an der Stelle 2o = 0.



8. Bestimmen Sie die Potenzreihenentwicklung von

“In(1 - )
b

sowie deren Konvergenzintervall.

Hinweis: Betrachten Sie die Taylorreihe von In(1 — x) beztiglich o = 0.

9. a) Zeigen Sie

> x
;kxk:m, fEE(—l,l),

durch gliedweise Differentation von

8
—_

b) Allgemeiner: Leiten Sie einen Rekursionsformel fiir

o0

Sm(z) == > k™" (m € Ny)

k=1
her. Werten Sie S, (z) fir m =1 und m = 2 aus.

10. a) Ein Rotationskorper entsteht durch Rotation des Graphen einer Funktion f(x) um die z-Achse
(a <z < b). Geben Sie eine Formel fir das Volumen des Rotationskorpers an, und zwar in
Form eines Integrals

/abr(:v) dx .

Hinweis: Machen Sie eine Skizze und tberlegen Sie, fiir welche Funktion r (in Abhéngigkeit
von f) die Riemann-Summen von 7 gegen das gesuchte Volumen konvergieren. So erhalten Sie
die gesuchte Formel. Einfacher ausgedriickt: Man stellt sich vor, dass sich der Rotationskorper
aus ‘unendlich vielen, unendlich diinnen Kreisscheiben’ zusammensetzt.

b) Ein etwas zerquetschter Faschingskrapfen entsteht durch Rotation der Kurve y = cosz um
die z-Achse (—5 <z < 7). Berechnen Sie sein Volumen.



