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e Aufgabe 1.

a)

b)

Wandeln Sie die periodische Dezimalzahl | 0.0545454545454 . ..

trischen Summe in einen moglichst einfachen Bruch um.

unter Verwendung einer geome-

[a): 2.5 P.]
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Sei 1 < k < n. Stellen Sie den Wert des Produktes

Binomialkoeffizienten dar.
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[b): 2 P.]
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Der Wert des arithmetischen Ausdruckes soll in der Form

0500 D)

ausgedriickt werden. Dabei ist f: N — Q eine Funktion.

[¢): 1.5 P.]

f(n), mit f(n)

n!




e Aufgabe 2.

a)

b)

2n
Geben Sie fiir den Wert der Summe | 3 Z 22k=1) | "y e N beliebig, einen méglichst einfachen
Formelausdruck an. i [a): 3 P.]

Zuriickfithren auf geometrische Summe:

2n 2n 2n
2(k—1) __ 2k—2 2k  o9—2
3 E 2 =3 E 2 =3 E 2 2
k=1 k=1 k=1

_32n 2k_32nk_342n+1_4
12 = s

Sei € € (0,1). Beweisen Sie, dass die Ungleichung | & Z (1 — e)n_k < 1 | fiir alle n € N gilt.
h=0 [b): 8 P.]

Verwende geometrische Summe:

- \n—k . L 1_(1_€)n+1 1
;( —e)"" = 3 (1-¢) = Ta g <: ° v

Snoopy ist (nur) ein Hund und kennt daher die geometrische Summenformel nicht. Daher versucht

er die von ihm vermutete Ungleichung Z 27% < 2 fiir alle n € Ny | mittels vollstandiger In-
k=0

duktion
zu beweisen. Der Induktionsanfang ist O.K.: Fiirn =0 ist 1 < 2.

Kommentieren Sie die Lage:

Wird es Snoopy gelingen, ohne weiteres Wissen iiber geometrische Summen den Induktionsschluss
n — n + 1 durchzufithren? Formulieren Sie eine Antwort mit Begriindung! [c): 3 Extra-P.]

Nein. Die Ungleichung ist richtig, aber der Induktionsschluss n + n + 1 funktioniert nicht:

n+1 n
doah= Mok 4o <9 9
k=0 k=0
< 2 (Induktionsannahme)
n
Die Induktionsannahme enthélt keinerlei Information iiber den konkreten Wert von Z 2~k
k=0

in Abhéangigkeit von n. Daher ist der Induktionsschluss in dieser Form nicht durchfiihrbar.




e Aufgabe 3.

a) Sei | U:={neN: nungerade} |, und f: U — N sei definiert durch | f(n):=2n | fir alle

b) Die Folge {a,} sei rekursiv definiert durch | a3 =1 und @, =

neU. Zeigen Sie: AneU: f(n) durch 4 teilbar. [a): 1 P.]

Jedes n € U ist von der Form n =2k + 1, k € Ny. Daher:
f(n) = f2k+1) = 4k + 2,

ergibt bei Division durch 4 immer den Rest 2. v

Entscheiden Sie, ob {a,} eine Nullfolge ist. [b): 2 P.]

Fir a,.1 = 1/ni+1 a, gilt

_ 1 _ 1 _ 2 _ 1 _ 3 _ 1
(12—\/;611—\/;, (13—\/;&2—\/;, ay = 1 a3 = ) usw.

Also mittels offensichtlichen Induktionsargument:

1
{an} = {\[} ist Nullfolge.
n

Sei P C N die Menge aller Primzahlen, und die Abbildung f: P x P — N sei definiert durch

f(p,q) = pq. [c): 8 P.]

(i) Entscheiden Sie, ob f injektiv ist. (Begriindung!)
(ii) Gleiche Frage wie unter (i), wobei wir jedoch den Definitionsbereich von f einschréanken auf
D :={(p,q) ePxP: p<gq}.

(iii) Wir betrachten wieder f gema8 (ii). Sei n € N gegeben. Welches Problem muss man losen um
entscheiden zu kénnen, ob n € f(D) gilt? Wie erhdilt man daraus (p,q) € D mit f(p,q) =n ?
Ist dieses Paar (p,q) eindeutig festgelegt?

(i) nicht injektiv wegen f(p,q) = f(q,p)
(i) injektiv, da Primfaktorzerlegung eindeutig und p < ¢ gefordert.
(iii) Man muss die Primfaktorzerlegung von n € N bestimmen.
Fiir n = p? ist n = f(p,p) .
Fiir n = pg mit p < q ist n = f(p, q).
In beiden Féllen ist das Urbild eindeutig (f geméB (ii) ist ja injektiv).




e Aufgabe 1.

a) Die Folge {a,} sei rekursiv definiert durch ap=1 und a4 =

Entscheiden Sie, ob {a,} eine Nullfolge ist. [a): 2 P.]

Fir a,.1 = VT On gilt
_ 1 _ 1 _ 2 _ 1 _ 3 _ 1 .
o= o=\ w=le= i a=fle=yl e

Also mittels offensichtlichen Induktionsargument:

{a,} = {\/z} ist Nullfolge.

b) Sei M die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen, und f: M — N sei definiert durch | f(n):=2n

fir alle n € M. Zeigen Sie: Die Zahl f(n) ist fir kein n € M durch 4 teilbar. [b): 1 P.]

Jedes n € M ist von der Form n =2k + 1, k € Ny. Daher:
f(n) = f2k+1) = 4k +2,

ergibt bei Division durch 4 immer den Rest 2. v

Sei P C N die Menge aller Primzahlen, und die Abbildung ¢ : P x P — N sei definiert durch

glm,n) = mn. [c): 8 P.]

(i) Entscheiden Sie, ob g injektiv ist. (Begriindung!)
(ii) Gleiche Frage wie unter (i), wobei wir jedoch den Definitionsbereich von ¢ einschrénken auf
D :={(m,n) ePxP: m<n}.

(iii) Wir betrachten wieder g gemaf (ii). Sei k € N gegeben. Welches Problem muss man lésen um
entscheiden zu kénnen, ob k € g(D) gilt? Wie erhdlt man daraus (m,n) € D mit g(m,n) =k ¢
Ist dieses Paar (m,n) eindeutig festgelegt?

(i) nicht injektiv wegen g(m,n) = g(n,m)
(ii) injektiv, da Primfaktorzerlegung eindeutig und m < n gefordert.
(iii) Man muss die Primfaktorzerlegung von k € N bestimmen.
Fiir k = m? ist k = g(m,m) .
Fir k = mn mit m <nist k = g(m,n).

In beiden Féllen ist das Urbild eindeutig (¢ gemé$ (ii) ist ja injektiv).




e Aufgabe 2.

a) Der Wert des arithmetischen Ausdruckes

1+1
3

1
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14 =
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(

(

1+3)))

soll in der Form

Wie lautet der entsprechende Formelausdruck fiir f(n)?

ausgedriickt werden. Dabei ist f: N — Q eine Funktion.

fa): 1.5 P.]

1

1 _
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n=1

> fn),

mit f(n) =

n!

b) Sei 1 < k < n. Stellen Sie den Wert des

Binomialkoeffizienten dar.

Produktes

n—1 n—2

n—=k

in Form eines

k

D

1

[b): 2 P.]

n—1 n—2 n—k

m—1)(n—-2)---(n—k)
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k!
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c) Wandeln Sie die periodische Dezimalzahl | 0.0363636363636... | unter Verwendung einer geome-

trischen Summe in einen moglichst einfachen Bruch um.

[c): 2.5 P.]
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e Aufgabe 3.

a) Seiod € (0,1). Beweisen Sie, dass die Ungleichung (1- 5)n_k < fir alle n € N gilt.
h=0 [a): 3 P.]

Verwende geometrische Summe:

n n o . n+1
S (1-8)"F = (1-5) = 1=9) <<15 v

k=0 =0 1-(1-9)
2n
b) Geben Sie fir den Wert der Summe | 3 Z 22772 | ' n € N beliebig, einen mdglichst einfachen
=1
Formelausdruck an. j [b): 8 P.]

Zuriickfithren auf geometrische Summe:

2n 2n
3y 2% =3 2%.277
j=1 Jj=1

_32n 2j_32n j_342n+1_4
DL DI b

= 4" -1 =16"-1

—~ 1
c) Garfield vermutet, dass es eine Konstante C' gibt, so dass gilt Z = < C firalle neN
k=1

Er versucht dies mittels vollstandiger Induktion zu beweisen. Der Induktionsanfang ist O.K.: Fiir
n =1 ist 1 < C fiir beliebige Konstanten C' > 1.

Kommentieren Sie die Lage:

Wird es Garfield gelingen, Induktionsschluss n + n+1 durchzufithren? Formulieren Sie eine Antwort
mit Begriindung! [c): 3 Extra-P.]

Nein. Die Aussge ist tatsdchlich wahr, aber der Induktionsschluss n + n + 1 funktioniert
nicht:

GRS " 1
Y 5 = Y 5 T <C M
|2 |2 (n+1)2

——

< C (Induktionsannahme)

Die Induktionsannahme enthalt keinerlei Information iiber den konkreten Wert der Summe.
Daher ist der Induktionsschluss in dieser Form nicht durchfiithrbar, wie immer man auch die
Konstante C' > 1 wahlen wiirde.




e Aufgabe 1.

n?—1

a) Geben Sie fiir den Wert der Summe | 14 Z 23k=1 | " n € N beliebig, einen mdglichst einfachen
k=0

Formelausdruck an. = [a): 8 P.]
Zuriickfithren auf geometrische Summe:
n?—1 n?—1 n®-1
143 2t = 73 (@2 = 7Y st
k=0 k=0 k=0
TL2
_ 8 -1 D)
8—1
. A . . ~ (L-¢)° ) .
b) Seice (0,1). Beweisen Sie, dass die Ungleichung | ¢ - < 1 | fiir alle n € N gilt.
im0 (1=9) [b): 3 P.]

Verwende geometrische Summe:

n (1 - (?)n n n 1 o (1 . C)n+1 1
C

St =Y a-9"" = Y (1-9 = T-a=g <

k=0 (1 - C)k k=0 £=0

c) Garfield ist (nur) ein Kater und hat daher das Skriptum nicht gelesen. Daher versucht er die von

ihm vermutete Ungleichung Z 27" < 1 fiir alle n € N | mittels vollstéandiger Induktion
k=1

zu beweisen. Der Induktionsanfang ist O.K.: Fiir n =1 ist % < 1.

Kommentieren Sie die Lage:

Wird es Garfield gelingen, ohne weiteres Wissen iiber geometrische Summen den Induktionsschluss
n +— n + 1 durchzufiihren? Formulieren Sie eine Antwort mit Begriindung! [c): 3 Extra-P.]

Nein. Die Ungleichung ist richtig, aber der Induktionsschluss n +— n + 1 funktioniert nicht:

n+1 n
Z 2k — Z o7k p o=t 1 297
k=1 k=1

< 1 (Induktionsannahme)

n

Die Induktionsannahme enthélt keinerlei Information {iber den konkreten Wert von > 27*
k=1

in Abhéngigkeit von n. Daher ist der Induktionsschluss in dieser Form nicht durchfiihrbar.




e Aufgabe 2.

a) Sei | U:={n€N: nungerade} |, und f: U — N sei definiert durch | f(n):=2n+1

fir alle n € U. Zeigen Sie: An € U: f(n) durch 4 teilbar. [a): 1 P.]

Jedes n € U ist von der Form n =2k + 1, k € Ny. Daher:
f(n) = f2k+1) = 4k + 3,

ergibt bei Division durch 4 immer den Rest 3. v

1
n+1
Entscheiden Sie, ob {a,} eine Nullfolge ist. [b): 2 P.]

b) Die Folge {a,} sei rekursiv definiert durch | a3 =1 und @, =4/1—

CQn, n>1

Fir a,.1 = ,/n%l a, gilt

— 1 _ 1 _ 2 _ 1 _ 3 _ 1 .
az—\/;al—\/;, a3_\/;a2_\/;, a4—\/;a3—\/;, Usw.

Also mittels offensichtlichen Induktionsargument:

{a,} = {\/g} ist Nullfolge.

c) Sei P C N die Menge aller Primzahlen, und die Abbildung f: P x P — N sei definiert durch

flzy) = zy. [c): 8 P.]

(i) Entscheiden Sie, ob f injektiv ist. (Begriindung!)
(ii) Gleiche Frage wie unter (i), wobei wir jedoch den Definitionsbereich von f einschranken auf
D :={(x,y) ePxP:az<y}.

(iii) Wir betrachten wieder f gemé$ (ii). Sei n € N gegeben. Welches Problem muss man lGsen um
entscheiden zu kénnen, ob n € f(D) gilt? Wie erhdlt man daraus (x,y) € D mit f(z,y) =n?
Ist dieses Paar (x,y) eindeutig festgelegt?

(i) nicht injektiv wegen f(z,y) = f(y,x)
(i) injektiv, da Primfaktorzerlegung eindeutig und = < y gefordert.
(iii) Man muss die Primfaktorzerlegung von n € N bestimmen.
Fir n =22 ist n = f(z,2) .
Firn =zy mit x <y ist n = f(z,y).
In beiden Féllen ist das Urbild eindeutig (f geméB (ii) ist ja injektiv).




e Aufgabe 3.

a) Wandeln Sie die periodische Dezimalzahl | 0.0757575... | unter Verwendung einer geometrischen
Summe in einen moglichst einfachen Bruch um. [a): 2.5 P.]
— 75 75
0.075 = .
1000 i 100000 i
S ) QX N ()"
1000 100~ 10000 "7/ 1000 £ \100
o1 B0 1555
© 1000 1—1/100 1000 99 — 990 330 66
: : 1 1 1 .
b) Der Wert des arithmetischen Ausdruckes | 1+ 1 (1 + 9 (1 + E)) soll in der Form
4
Z f(n) | ausgedriickt werden. Dabei ist f: N — Q eine Funktion.
n=1
Wie lautet der entsprechende Formelausdruck fir f(n)? [b): 1.5 P.]

11 1 - 1
14 - — it f(n) =
tit 9t 1016 ;f(n), mit f(n) )’
) . . n—7j n—2 n—1 _ )
Sei 1 < j < n. Stellen Sie den Wert des Produktes - 5 T in Form eines
J
Binomialkoeffizienten dar. [c): 2 P.]
n—j n-2 n—-1 _(n—-1)n-2)---(n—j)
j 2 1 4!
_ (=1 =2)---(n—j)-(n—j—1)!
jt-(n—j—1!
(=1 (n — 1)
j(n—1-7)! j
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