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e Aufgabe 1.

= nl
a) Entscheiden Sie, ob die Reihe n konvergiert. [a): 3 P.]
nn
n=1
Quotientenkriterium (Grenzwertvariante) anwenden:
(n+1)! . 1 \n+l 1
(n+1)”+1: (n+1)!n”:( n )n:<1_ 1 >”:<_n+1> %£:1<1
nl n!(n+ 1)n+t n+1 n+1 1 1 e
= konvergent
1
b) Besti Sie die Partialbruchzerl _ b): 1.5 P.
) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von oy [b) /
Ansatz (mit Nullstellen —1 und —2 des Nenners):
1 B 1 _ A, B
224+3r+2  (v+1D)(x+2) x4+l x+2
=
1 =A(@+2)+B(x+1)
r=—-1: 1=A(-142) = A
x=-2: 1=DB(-2+1) = —B
=
1 1 1
2+3r+2 x4+l 42
- 1
c) Bestimmen Sie den Wert der konvergenten Reihe ; T ranTo [¢): 1.5 P.]

Teleskopreihe (vgl. b)):

- 1 B i( 1 1 )
0n2—|—3n—|—2_ ‘ n+1 n+2

n=




e Aufgabe 2.

a) (i) Ist die Funktion

f(z) = arctan(In x) an der Stelle x = 0 rechtsseitig stetig fortsetzbar?

Falls ja, wie lautet der betreffende Funktionswert an der Stelle z =07

(ii) Gleiche Frage wie unter (i), fiir f'(z) (geben Sie f'(z) an). [a): 2 P.]

(i) Firz — 0+

z—0+

7r
lim arctan(lnz) = tlim arctan(t) = —5 rechtsseitig stetig fortsetzbar an z = 0.
——00

(ii) Weiters fiir f'(z) =

nicht stetig fortsetzbar, mit lim, ,o, f'(z) = + oc.

istlne - —00 =

1
r(1+In’z)’

b) Ist die Funktion

f(z) = zel® auf ganz R stetig differenzierbar? (Genaue Begriindung!)

[b): 2 P.]

f' dargestellt als

Also: f auf ganz

f dargestellt als stiickweise definierte Funktion:

rze®, <0 . i )
f(z) = 0 stetig auf ganz R, da stetig an = = 0 mit f(0) =0

fl(z) = {(1_@6_9;7 >0

(Anm.: f” ist nicht mehr stetig an x = 0.)

re * x>

stiickweise definierte Funktion:

(1+z)e*, <0 _ : -
stetig auf ganz R, da stetig an z = 0 mit f(0) =1

R stetig differenzierbar.

c) Wie lautet die Ableitung der Funktion f(z) = (&) |9 c): 2 P.]

d (22
dx .

Kettenregel anwenden:

) — die('rQ lnx) — e(xQ h’l.’II) di (])2 ]_H,Z') = I(x2) (21‘ IDI+$)
T X

=z x(:EQ) (2 Inx + 1) = +a?) (2 Inx + 1)




e Aufgabe 3.

a) Eine einfache Approximation der Funktion | f(z) =sin(rz), = € [—3, 3] ist gegeben durch
ein Polynom p(x) von moglichst geringem Grad, das an den Stellen z = —%, 0, % mit f(z) iibereinstimmt.
Geben Sie dieses Polynom an. a): 3 P.]

Interpolationsaufgabe: Entweder Lagrange-Darstellung verwenden, oder (einfacher): Ansatz

p(z) = a+bxr+ca® (Grad 2)
Die Koeffizienten a, b, ¢ sind durch 3 Forderungen festgelegt:

! | b
“1=J(-H) L p(-d) =a-5+7

Losung:

p(r) = 22 (hat nur Grad 1, da ungerade)

b) Eine einfache Approximation der Funktion f:00,3] = [0,1], f(z) = cos(mx) ist gegeben

durch | q(z) =1—42?

Kann man daraus auch eine Approximation der Umkehrfunktion von f konstruieren, und wie lauten
die beiden Funktionen f~'(y) und ¢ *(y) ¢ Bitte prizise begriinden! b): 3 P.]

Ebenso wie f(z) = cos(mx) ist die Funktion ¢(z) =1 — 422 auf [0, 5] strikt monoton fallend,
und ¢: [0, 3] — [0, 1] ist daher bijektiv.

1
~  Bestimmung der Umkehrfunktion ¢~ *(y) ~ f(y) = — arccosy:
T

Auflésen der Gleichung ¢(z) = y nach zx fiir y € [0, 1]:
1
1—4a2? =y & 2 :Z(l—y)

mit der nichtnegativen Wurzel




e Aufgabe 1.

a) Wie lautet die Ableitung der Funktion f(z) = (&) |9 a): 2 P.]

Kettenregel anwenden:

d () _ d (23 Inz) _ (23 Inx) d s _(2?) 2 2
. T = dxe = e . ($ ln$) == (3:17 lnat+x)

= 22 2(@) (3lnz+1) = 2(2+2%) (3Inz+1)

b) Ist die Funktion f(z) = sin (sgn(z) - 2%) auf ganz R stetig differenzierbar? (Genaue Be-

c) (i) Ist die Funktion f(z)

griindung!) b):2P.]

f dargestellt als stiickweise definierte Funktion:

sin(—z?%), =<0 _ . .
f(x) = sin(z?), x>0 stetig auf ganz R, da stetig an = 0 mit f(0) =0

f" dargestellt als stiickweise definierte Funktion:

) —2z cos(z?), <0 _ . -
fi(zx) = ) stetig auf ganz R, da stetig an = = 0 mit f'(0) =0
2z cos(xz?), x>0

Also: f auf ganz R stetig differenzierbar.

(Anm.: f” ist nicht mehr stetig an = = 0.)

B 1
- 1+Inzx

an der Stelle x = 0 rechtsseitig stetig fortsetzbar?

Falls ja, wie lautet der betreffende Funktionswert an der Stelle z =07

(ii) Gleiche Frage wie unter (i), fiir f'(x) (geben Sie f'(x) an). [c): 2 P.]

(i) Firz — 0+ ist lnx - —c0 =
) 1
im
z—0+ 1+ Inax

= 0, rechtsseitig stetig fortsetzbar an x = 0.

1

ii) Weiters fiir f'(z) = —————:
(i) @) z(1+Inz)’

nicht stetig fortsetzbar, mit lim f'(z) = — oo.
z—0-+




e Aufgabe 2.

a) Eine einfache Approximation der Funktion | f: [0,%] — [0,1], f(z) =cosxz | ist gegeben durch

2

xr
Q(x):1—4p

Kann man daraus auch eine Approximation der Umkehrfunktion von f konstruieren, und wie lauten
die beiden Funktionen f~'(y) und ¢~ (y) ¢ Bitte prizise begriinden! a): 3 P.]

Ebenso wie f(x) = cosz ist die Funktion ¢(z) =1 — 4 ﬁ—z auf [0, 7] strikt monoton fallend,
und ¢: [0, 5] — [0,1] ist daher bijektiv.
~  Bestimmung der Umkehrfunktion ¢~*(y) ~ f~'(y) = arccosy:

Auflosen der Gleichung ¢(z) = y nach x fiir y € [0, 1]:
2 2

mit der nichtnegativen Wurzel

b) Eine einfache Approximation der Funktion | f(z)=sin(rz), x € [0,1] ist gegeben durch ein

Polynom p(z) von moglichst geringem Grad, das an den Stellen z = 0, 3, 1 mit f(x) iibereinstimmt.

Geben Sie dieses Polynom an. b): 3 P.]

Interpolationsaufgabe: Entweder Lagrange-Darstellung verwenden, oder (einfacher): Ansatz

p(z) = a+bxr+ca® (Grad 2)

Die Koeffizienten a, b, ¢ sind durch 3 Forderungen festgelegt:
!
0= F0) L p(0) = @

L= f@) L pd) = atg+S
0= f(1) = p(1) = a+b+c

Losung:




e Aufgabe 3.

1

a) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von _
2+5x+6

[a): 1.5 P.]

Ansatz (mit Nullstellen —2 und —3 des Nenners):
1 1 A B

24+ 5x+6  (v+2)(x+3) T+2 713

1 =A(x+3)+B(z+2)
r=—-2: 1=A(-2+3) =4
r=-3: 1=B(-3+2) = —B

1 1 1

2 +524+6 2+2 x+3

o0

1
b) Bestimmen Sie den Wert der konvergenten Reihe Z

— n?2+5n+6

[b): 1.5 P.]

Teleskopreihe (vgl. a)):

n=0

C 1 - 1 1
Z7”L2+57”H—6 B Zo (n+2)(n+3) Zo<n+2_

> !
c) Entscheiden Sie, ob die Reihe die Reihe Z n konvergiert.

[¢): 8 P.]

Quotientenkriterium (Grenzwertvariante) anwenden:

(n+ 1)! . .
om+1?  (n+ 11207 (n41)2") n41
n! o n! 2(n+1)2 T 9(mP2n41) T 9 yn
2(n?)

= konvergent

- 0<1




e Aufgabe 1.

] ist gegeben durch

D=

9

[N

a) Eine einfache Approximation der Funktion | f(z) = cos(rz), = € [—

ein Polynom p(x) von moglichst geringem Grad, das an den Stellen —%, 0, % mit f(z) iibereinstimmt.

Geben Sie dieses Polynom an. a): 3 P.]

Interpolationsaufgabe: Entweder Lagrange-Darstellung verwenden, oder (einfacher): Ansatz

p(z) = a+bxr+cx® (Grad 2)

Die Koeffizienten a, b, ¢ sind durch 3 Forderungen festgelegt:

0= F-HEp-=agts
L= f(0) = p(0) = a
0= f() = p(3) =aty+]

Losung:

b) Eine einfache Approximation der Funktion f:00,3] = [0,1], f(z)=sin(rz) ist gegeben

durch g(z) =3z —42°

Wie lautet die Umkehrfunktion von f, und welches Problem muss man lésen, um mittels der Ap-
proximation q fiir f eine Approzimation fir f=' zu erhalten? Hat dieses Problem eine eindeutige
Lésung? Kionnen Sie diese angeben? (Falls nicht, begrinden Sie dies.) b): 3 P.]

Ebenso wie f(z) = sin(r ) ist die Funktion q(z) = 32 — 42® auf [0, ] strikt monoton

2
wachsend, und ¢: |0, ;] — [0, 1] ist daher bijektiv.

1
~  Somit ist die Umkehrfunktion ¢~*(y) von ¢ eine Approximation fiir f~'(y) = — arcsiny .
T
Auflésen der Gleichung ¢(z) = y nach zx fiir y € [0, 1]:

3x—42° =y = x=7

Dies ist eine kubische Gleichung, die zwar fiir y € [0, 1] eine eindeutige Losung besitzt,
welche aber sehr aufwendig zu berechnen ist.

(Anmerkung: Die Losung lautet

_ (% arctan (—'1_y2>> L <% arctan <—~1—y2>>

— — sin
y 2 y

D.h., diese Approximation ist ‘komplizierter auszuwerten’ als f~(y).)




e Aufgabe 2.

= nl
Z (2n)!

n=1

a) Entscheiden Sie, ob die Reihe

konvergiert.

[a): 3 P.]

Quotientenkriterium anwenden:

(n+1)!

2n+1)!  (m+1)!2n)!

n+1 1

n!  nl(2n+2)!
(2n)!

= konvergent

 2n+1)(2n+2)

b) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von

22—5z2+6

1

[b): 1.5 P.]

Ansatz (mit Nullstellen 2 und 3 des Nenners):
1 1

= -

22—52+6 (z—2)(z—3)

Az
r=2: 1= A(2-3)
= B(3-2)

—3)+ B(x —2)
= A=-1
= B=1

c) Bestimmen Sie den Wert der konvergenten Reihe

[¢): 1.5 P.]

Teleskopreihe (vgl. b)):

[e.e]

1
Z4n2—5n+6 B

n=




e Aufgabe 3.
a) Ist die Funktion

griindung!)

an der Stelle x = 0 stetig differenzierbar? (Genaue Be-

[a): 2 P.]

f dargestellt als stiickweise definierte
x

1—=z
T
1+’

()

1
(1—x)*’
1

f'() =

(Anm.: f” ist nicht mehr stetig an x

f" dargestellt als stiickweise definierte Funktion:

Also: f an der Stelle x = 0 stetig differenzierbar.

Funktion in einer Umgebuing von 0:

z <0
stetig an x = 0 mit f(0) =0
x>0

<0

stetig an x = 0 mit f/(0) =1

~0)

b) (i) Ist die Funktion

f(z) = arctan(x

- %) an der Stelle z = 0 rechtsseitig stetig fortsetzbar?

Falls ja, wie lautet der betreffende Funktionswert an der Stelle x =07

(ii) Gleiche Frage wie unter (i), fiir f'(z

) (geben Sie f'(x) an). [b): 2 P.]

(i) Firz — 0+ist 272 500 =

lim arctan(z~Y?) = lim arctan(t) = —
z—0+ t—o0
(i) Weiters fiir f'(x) = SR N
S 2212(1+2)
nicht stetig fortsetzbar, mit lim, ,o, f'(z) = — oo.

c) Wie lautet die Ableitung der Funktion

c):2P.]

f(@) = 21®)

Kettenregel anwenden:

d d

a x(ln x) _

dx - dx

4 J(nzlnz) _  (nz) i ((lnx)Q)

2Inx

(Inz) |

dx
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