UE 3 / Aufgabe 1

a) Eine Folge (a,) sei rekursiv definiert durch | a,+1 = 2+/a,, n € N | mit

einem gegebenen Startwert a; > 0.
Geben Sie alle Werte a € R an, die als Grenzwert der Folge infrage kommen.

b) Untersuchen Sie die Konvergenz der Folge fiir beliebige Startwerte a; > 0.

Hinweis: Achten Sie auf das Monotonieverhalten.

a) Fiir a, — a gilt a2 — a?, wobei fiir die Folge (a?) gilt

2 _
ap.y = 4a,, neN

Mit lim a2 = lim a2, folgt

n— o0 n— o0
> =4a = a=0 oder a =4
7.B.: konstante Folgen
ea; =0 = a,=0, a=0
e =4 = a,=4, a=4

.. Was passiert fiir allgemeine a; > 07

b) Genaues Verhalten hidngt vom Startwert ab.
Behauptung: Die Folge (a,,) ist
(1) strikt monoton wachsend und nach oben beschrankt fir 0 < a; < 4,

(i) strikt monoton fallend und nach unten beschrdnkt fir a; > 4.

Beweis:

(i) Fir 0<az <4 gilt 22 <4zundz <2z <2V4=14

Induktionsargument =

(an) strikt monoton 1 und nach oben durch 4 beschrankt
(ii) Fiir o >4 gilt 22 >4zxund z > 2/x > 24 =4

Induktionsargument =

(an) strikt monoton | und nach unten durch 4 beschrankt
= Fiir alle a; > 0 ist (a,) konvergent, mit (siehe a))

lim a, = 4.
n— 00 O
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—~n—1
a) Berechnen Sie den Wert der Reihe Z z

~ nl

b) Berechnen Sie den Wert der Reihe i ( Lo ! )
“~\n*—1 n(n+2)

c) Stellen Sie die Reihe | z+a2* + ' +2°+2'%+ ... | in 3 ... Notation

dar. Fiir welche = € R konvergiert diese Reihe?

d) (*) Berechnen Sie den Wert der Reihe Z nz" (Jz] <1)

a) Umformen auf Teleskopsumme:

> S (hga) - (eg) () e =

n=2

b) Umformen auf Teleskopsumme:

Z (an—l_n(ni—2)> B ZQ <(n—1)1(n—|—1)_n(n1—|—2)>

n=2 n=

= 2 () —fn+ D), mit fn)= 5

n=2

=
2 (n 21 nn1+2)> = (f@Q-fB)+(fB)—f4)+... = f(2):%

n=2
c¢) Indizes sind Potenzen von 2:

a:+:c2+:c4—|—:c8—|—a:16—|—... = ZxQn

Reihenglieder bilden Nullfolge fiir |x| < 1. Quotientenkriterium anwenden:

‘x‘2n+l

2n+172n
o~

= |z = 0 fir |#| <1 ... Konvergenz.

0
Oder: Geometrische Reihe > |z|" als konvergente Majorante.
n=0 —
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d) ‘Mustererkennung’ (zunéchst heuristisch):

%
an” = o+222+32°8+42 + 525 +625 + ...
" = o+ + 3+t 52+
+? et a4
a4t
+at P+
= o(l+at+?+22+at +2°+..))
+28(I+a+22+2°+2+..))
+t(l4+o+a®+2°+...)

+at (4o +a®+..0) + ...

~  Vermutung:

Mit der geometrischen Reihe ¢ := 1 + 2z + 22 + 23 + ... gilt

an” —zg+atg+atg+atg+... = ($+332+333+$4+-">9
n=1

oz 1 T

a1, 1_ap konvergent fiir |z| <1
Beweis dieser (richtigen) Identitét:

e Partialsummen analog anschreiben, auswerten, dann n — oo v
oder

e Summationstricks anwenden (‘partielle Summation’, ein diskretes Ana-
logon zur partiellen Integration)

oder

e Viel einfacher: Rechnen mit Taylorreihen — spéter.
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Stellen Sie fest, fiir welche x € R die Reihen [bedingt, absolut] konvergieren:

3

a) b)

NE
;i K
NE
S
&:

i
I

3

(k € N) d)

)
NE
%T‘ 8
NE
3??‘

&3
=
Mm
Z

S
|
—_

a) Quotientenkriterium:

‘x‘n-i-l

!
M: 2] — 0 fir n—>00 VzeR
[ n-+1

n!

= Reihe absolut konvergent V = € R.
b) Quotientenkriterium:

!z
(n+mix||f| = (n+1)]z] - oo fir n—00 VO#zeR

= Reihe divergent V 0 # z € R. (x = 0 ist trivialer Sonderfall.)

c) Quotientenkriterium:

|I|n+1

(n+1)F n¥ n o \F
|z|" :|x|(n—|—1)k:m<n—|—1>
— N————
n

— 1, n—o

= Reihe absolut konvergent fiir |z| < 1 und divergent fiir |z| > 1.
Sonderfall x = +1: Siehe Vorlesung (Harmonische Reihe etc.)

d) Quotientenkriterium:

(n+ 1)F |z|"*! | |(n+1)k 2 <n+1>k
= TN — = €T

—1, n— o0

= Reihe absolut konvergent fiir |z| < 1 und divergent fiir |z| > 1.

Sonderfall z = +1: Reihe divergent (Reihenglieder bilden keine Nullfolge).
O]
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.. o0 ' 2
a) Uberpriifen Sie die Konvergenz der Reihe Z —E;L ))'
n)!

n=1

0 n—1
b) Fiir welche = € R ist die Reihe Z =) x" | absolut konvergent?

n!
n=1

c) Fiir welche z € R ist die Reihe Z (x + z) absolut konvergent?

n
n=1

d) Untersuchen Sie die bedingte und die absolute Konvergenz der Reihe

Z (_1)n—1

n=1

3=

n +

3=

a) Quotientenkriterium:

((n+ 1)
Chn+1)  (n+DDH@2n)!  (n+ D! (n+1)!(2n)!
(n!)” (n))* (2(n + 1))! nlnl (2n +2)!
(2n)!
 (n+D(n+1)  nP+2n+1 %1 .
2+ 1)(2n+2) 4n?24+6n+2 g0 T
= Reihe konvergent.
b) Quotientenkriterium (fiir z # 0):
(n+1)"
2" 1! PRRLGEE Y B (n+1)"" (n41)T
2" nnl nt(n+1)! n"=! (n+1)T
n! 1\"
n— 1+_
= |z| (1 + 1) b= \x\% — |z|e, n— 0

n
= Reihe absolut konvergent fiir |z| < 1/e, divergent fiir |x| > 1/e.

(Grenzfall x = £1/e: 77 — nichttrivial)
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c) Wurzelkriterium:

T |n
et 2= o] (1+1)
n N——
— 1, n—o0

= Reihe absolut konvergent fiir |z| < 1, divergent fiir |z| > 1.

Grengfall x = +1: divergent; Reihenglieder bilden keine Nullfolge.

DD DIEE RS

— Absolute Konvergenz: nein :
o0

o0
1 o 1. . .
Zl Lyn = Zl — ist divergente Minorante.
n= n=

— Bedingte Konvergenz: Verwende Leibniz- Kriterium

711
=L+l = (/2 st Nullfolge v
n

Untersuchung der Monotonie:

(
an+1 n3
an /n + 1 n2 + 1 (n+ 1)

n® +2n*+2n3
= <1 Vv
n®+3nt+4n3+4n24+3n+1

= (ay) ist monoton fallende Nullfolge
= Reihe konvergent.
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(*) Eine Doppelreihe: Sei p € (0, 00). Wir betrachten die Reihe

o0 o0
nz_oan mit a,, kZ_Ol n+k

Fiir welche p konvergiert diese Reihe?

Hinweis: In &hnlicher Weise wie fiir das Cauchy-Produkt von Reihen (Satz 5.15)
kann man zeigen, dass im Fall der absoluten Konvergenz der gegebenen Reihe
jede Umordnung gegen denselben Wert konvergiert. Verwenden Sie eine Um-
ordnung geméf einem Diagonalverfahren.

[Skizze:]

Umformulierung mittels Zusammenfassen von Termen (Diagonalverfahren) :

[ OlNe ¢}

1
=
=~ 1+ (n+k)
Z( - (Anzahl der (n, k) € Nj mit n+ k = ))
m=0
mit
(Anzahl der (n,k) € Nfmitn+k=m) = 1+m
=
~ _ = 1
n=0 k=0 1+ n+k m=01+mp m=1 mr m=1 me
= (vgl. VO):

Reihe konvergent flirp—1>1 < p> 2.

Anmerkung: Das Symbol ‘~’ steht hier fiir ‘asymptotisch gleich’. Genauer
mittels Majorantenkriterium:

1+m< 2m - 2

IL+mP = 14mp — mr!

fir m>1.
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Herr B. kehrt zusammen mit seinem Dackel Bello von Stammersdorf zuriick. Zum Zeitpunkt
t = 0:00 (Tir beim Heurigen) befinden sie sich 1 km von zuhause entfernt. Bello, der doppelt
so schnell unterwegs ist wie Herr B., lduft schnurstracks bis nach Hause voraus. Da die Tiir
verschlossen ist, macht er auf der Stelle kehrt und lduft Herrn B. wieder entgegen. Danach
wiederholt sich dieses Spiel immer wieder.

a) Einen wie langen Weg legt Bello insgesamt zuriick?

b) Berechnen Sie die Entfernungen von den Treffpunkten zu Herrn B.’s Haus, die den Zeit-
punkten entsprechen, an denen die beiden immer wieder zusammentreffen.

c) Stellen Sie die Antwort zu a) als unendliche Reihe dar, die sich aus b) ergibt.

a) Bello doppelt so schnell unterwegs wie B. = Bello lauft 2 km

b) Geometrische Progression [Skizze]

1. B. geht 1 km; Bello: 2 21 km, wobei 1 + 221 =2-1 = x;=2/3
~ 1. Treffen: x; = 2/3 km weg vom Heurigen,
also 1/3 km weg von zuhause.

2. B. geht x5 km; Bello: 225 km, wobei 2o + 229 =2 - 1/3 = 1y = 2/3?
~ 2. Treffen: a1 + 19 = 2/3 +2/3* = 8/9 km weg vom Heurigen,
also 1/3% km weg von zuhause.

3. B. geht 23 km; Bello: 223 km, wobei 23 + 223 =2 - 1/3* = x3=2/3?
~ 3. Treffen: xy + z9 + x5 = 2/3+2/37 4+ 2/3% = 26/27 km weg vom
Heurigen, also 1/3% km weg von zuhause.
usw.

Allgemein (Induktion:)

n - tes Treffen findet statt
1

3 km weg von zuhause

c) Geometrische Reihe aus b): Summation der Bellolaufstrecken ~-

wl—

=2

3t 32 33

2 2 2 = /1\n
211 +2 w9 +2 w3+ .. = 2<—+—+—+...) — 4;(5) - 41_%

. v (vgl. a)).
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Fiir eine gegebene nichtleere Teilmenge A von R definieren wir die Funktion

dg: R—= R, dy(x)= inf |z — af

acA

a) Interpretieren Sie diese Definition und geben Sie der Funktion d4 einen
Namen.

b) Geben Sie die Funktion dj explizit an und zeichnen Sie ihren Graphen.
Ist djp 1) stetig?

c) Gleiche Frage wie unter b), fiir d(g ).
d) Gleiche Frage wie unter b), fiir dy ;.

e) Zeigen Sie: Fualls A C R beschrankt ist, dann ist das Bild ds(A) unbe-
schrankt.

f) Ist auch die folgende Aussage wahr?
Falls A C R unbeschrankt ist, dann ist das Bild d4(A) beschrinkt.

a) da(xr) = Abstand von z zu A

b) di, ist stetig fiir beliebige [a, b]. Z.B.

—x, x <0,
1.59
d[()’l](ﬂ?) = O, 0 S X S 1, 1
r—1, z>1 051
Of‘ 1 0 1 2 3
c) di.)(z) = dpp,1)()
d) dy, ) ist stetig fiir beliebige a,b. Z.B.:
([ —z, <0, .,
; r, 0<z< %, 1.5
Tr) = < ]
0.{) -2, l<a<1 !
12 0]
lz—1, z>1 ‘
2 1 0 1 2 3

e) A C R beschriankt: |z| < M fir allex € A
= Fir |z| > M ist da(x) > |x| — M > 0, und d4(x) — oo fiir &z — 400

f) Falsch. Gegenbeispiel: A = [0,00), mit d4(x) = —z fiir z < 0, -




UE 3 / Aufgabe 8

Zu untersuchen ist die Stetigkeit bzw. allfdllige Unstetigkeitsstellen und stetige
Fortsetzbarkeit fiir folgende Funktionen.

a) f:10,2] = R, mit

f(z)=g(x) fir x€[0,1], und f(x)=g(z—1) fir z € (1,2]

Dabei ist g: [0,1] — R eine gegebene stetige Funktion. Geben Sie inbe-
sondere an, welche Bedingung g(z) erfiillen muss, damit die Funktion f(x)
stetig ist.

b) f: R\ {0} - R, mit | f(z)=p(1l/x) Dabei ist p(x) ein gegebenes

Polynom.

c) Gibt es Polynome p, so dass sich die unter b) definierte Funktion f an der
Stelle © = 0 stetig fortsetzen léasst?

d) f: (—=r,7)\ {0} — R, mit | f(z) = Vitpl) -1

12

Dabei ist p(z) = Y a; 2" ein gegebenes Polynom ist mit p(0) = 0.
i=1

(1) Zeigen Sie: Die Funktion f(x) ist wohldefiniert fiir hinreichend kleines
r > 0.

(ii)) Fiir = 0 ergibt sich der undefinierte Ausdruck ’f(0) = 0/0’. Unter-
suchen Sie, fiir welche Polynome p an der Stelle x = 0 eine hebbare
Unstetigkeit vorliegt. Falls dies zutrifft, geben Sie den Wert der steti-
gen Fortsetzung an, d.h. den Limes

lim f(x).

z—0

In welcher Weise héangt dieser Limes von dem Polynom p ab?

a) ‘Kritische’ Stelle: = 1. Hier ist
F()=g(1), wd lim fz) = lim g(z) = g(0)

r— 1+ x— 0+
= [ stetig falls g(0) = g(1).
b) 1/z nicht stetig an x =0 = auch p(x) im Allgemeinen unstetig an x = 0.

c) ja, aber nur O.K. fiir p(z) = const.




8/2

d) (i) p(0) =0, und p(x) ist stetig = F6>0: |[p(z)] <1 fir |z|<§
= 1+ p(x) € R und f(z) wohldefiniert fiir |z] <.
(ii)) Umformen:

flz) = \/Tp(x)—l (W1 p@) - D(/1+p(x) + 1)

2 2?2 (y/1+p(x) + 1)

_ p(z)
22 (v/1+p(x) + 1)

— Fir a1 =0 (d.h. p'(0) =0) ist

p(z) = asax® +aza® = 2% (ay +azx +..))

und

lim f(x) = lim G2+t ¥... _ @

r—0 r—0 ‘/1-1-]?(%) + 1 2

mit hebbarer Unstetigkeit.

— Fiir a; # 0 liegt eine echte Unstetigkeit vor, mit lim f(x) = doc.

rz—0

Alternativen zur Bestimmung des Grenzwertes:

Regel von de I’Hospital, oder Taylor-Entwicklung (spater).
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Die Funktionen f,,: R — R seien (in Abhéngigkeit von n € N) definiert als

nx
P Tl

a) Untersuchen Sie die Stetigkeit dieser Funktionen.

b) Zeichnen Sie einige Funktionsgraphen fiir n = 1,2,3, ...

c) Die Funktion f: R — R sei definiert durch | f(x) = lim f,(z)

n— oo

Geben Sie f explizit an. Ist f stetig?

d) (%) Sei | gn(x)

nx
1+ (nx)?

Vermutung: Fir alle x € R gilt g,(x) — 0 fiir n — oo. Ist diese Vermutung richtig?

a) Die f, sind stetig auf ganz R als Komposition stetiger Funktionen.

by n=1...5: )

0.51

-0.5

A

-4 -2 0 2 4
X

c) f(z) = x-abhéngiger Limes fiir n — oo

—1, x <0,

f(x) = lim f,(x) = 0, =0,
n— oo

+1, >0

f(x) ist unstetig an x = 0 (Sprungstelle).
d) Die Aussage ist richtig: Fiir alle (0 #) z € R gilt

1
lgn ()] < Tzl — 0 fir n—>00 V

Beachte jedoch: 05

0.41

g(£) =+l YneN

0.29
o

~0.21

-0.4]

-0.64

Anmerkung: f,(z) = fi(nx), g,(x) = gi(nx) fir alle n. 0
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Ein gegebenes Dreieck A mit Eckpunkten A, B, C' wird in 4 kleinere, zu A
ahnliche Dreiecke unterteilt, die dadurch entstehen, dass man die Seiten von
A in der Mitte teilt und diese 3 Punkte als neue Eckpunkte fiir die kleineren
Dreiecke verwendet. Dieser Prozess wird rekursiv fortgesetzt, siehe Skizze (diese
zeigt den Spezialfall eines gleichseitigen Dreiecks).

A
Ak
@é‘iﬁ%@
ghﬁ% ghﬁ%
A AA
?gfu‘h‘g ?.fu'l.sé
oy vy oy oy
AR & AR A
Ad L & AmAh AmAd

In dieser Weise erzeugt man eine Folge von immer kleineren, zu A dhnlichen
Dreiecken Vi, die in der Skizze weifl erscheinen (1 kleines V, 3 noch kleinere
V’s, 9 noch noch kleinere V’s, ...). Wenn man sich diesen Prozess unend-
lich oft fortgesetzt denkt — gegen welchen Wert konvergiert die Summe der
Fldacheninhalte aller dieser Dreiecke Vj (im Vergleich zur Fliache des gegebe-
nen Dreiecks A)?

‘Szierpinski-Dreieck’ (ein fraktales Objekt):

e Geometrische Progression. Alle Dreiecke sind zueinander dhnlich (fiir belie-
biges A), und die Fldcheninhalte F'(V}) reduzieren sich bei jeder Verfeinerung
um den Faktor 1.

4
Daher, mit D = Flache von A:
oD D _,D D & j D 3
> F(VW 34+342+3 T 3Z(> 3 1-3
Vi k=0...00 j=1 4




