UE 7 / Aufgabe 1

Fiihren Sie fiir die in UE 5, Aufgabe 9 a) betrachtete Funktion eine komplette
Kurvendiskussion durch.

f(z) = cosxsin(2x) = 2sinz cos’z = 2 (sinz — sin?’x)
fl(x) = 2(cosz —3sinwcosz) = 2 cosz (1 —3sin’z)
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e f ist 2m-periodisch, ungerade
e f(x) <0 fir z € [—m,0],
f(x) >0 fiir x € [0, 7]

e Nullstellen von f in [—m, 7]:

f(x)=0 & sinz =0 oder cosz =0
& oz =0, 47 £

e f'ist 27 -periodisch, gerade

e Nullstellen von f’ in [—m, 7]:
f(x)=0 <& cosz=0 oder sinz = i? ~ +0.577
also 7 = +7, +arcsin(%) ~ +0.615

mit f(5) =0, und fiir { := arcsin(?) gilt
f(€) = 2(sin —sin®¢) = 2 (2 — (L)) = %\/g ~ 0.77
e v = +3: lokales Minimum; r = —7%: lokales Maximum

e v = +¢: globales Maximum; x = —¢: globales Minimum .
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Weitere Symmetrieeigenschaft:
o Iiir z € [0, 7] gilt

f(m—z)= f(x) wegen sin(m—z)=sinz

e Analog fiir z € [—, 0]

e Daher auch (mit & = arcsin(g)) ;
r=+(m —§): globales Maximum; = = —(7 —¢): globales Minimum
Anmerkung:

Auch fiir v = £(7 — ) € [—m, 7] gilt sinz = ? [Skizze]

(= Bedingung fiir Extremalstelle). Zuvor hatten wir nur die Extremstellen
+£ gefunden, weil wir nur den Hauptzweig von arcsin ausgewertet haben.
Dieser liefert hier nicht die volle Information.

0.67

0.4

0.2

_0‘2,

_0.4,

-0.67




UE 7 / Aufgabe 2

a) Gegeben sei die Funktion f: (0,00) — R,

Fiihren Sie fiir diese Funktion eine méglichst komplette Kurvendiskussion
durch, plus Skizze. Charakterisieren Sie inbesondere das asymptotische Ver-
halten fiir x — 0 und *r — oc.

b) Gegeben sei die Funktion f: R — R,

f(z) = arctan(z?)

Fiihren Sie fiir diese Funktion eine méglichst komplette Kurvendiskussion
durch, plus Skizze.

2) flz) = L0)
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Spezielle Eigenschaften, Asymptotik, etc. :

e f auf (0,00) beliebig oft differenzierbar
e f(z)>0 fiur alle x >0

e Nullstelle: x =1 (offenbar doppelt)

o f(x) = +oo fiir x — 0+

e f(r) =0 fir r — o0

e Monotonie- und Konvexitiatseigenschaften ergeben sich aus der Lage

der Extrema und Wendepunkte — .
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a) (Fortsetzung):

Ableitungen:
, 21nx-%-x—(lnx)2 Inz (2—Inx)
f ('I) - 72 - 72
2
Py = = 2 ((Inz) —33111.1:—!—1)
x

o Faxtremalstellen:

f'(r) = 0 fiir =1 (doppelte Nullstelle), und z = e* ~ 7.39

mit 9

o Wendepunkte:
() =0 fir (Inz)>—3mnz+1 =0

Lose quadratische Gleichung in y =Inz =

3 g
Wendepunkte bei z — exp<§$§) ~ 147, 13.71

(Dort ist f"'(z) #0. V)

0.87

0.71

0.61

0.5

0.4

0.3

0.21

0.1

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

X




2/3

b) f(xz) = arctan(z?)

4 3 2 -1 0 1 2 3 4
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Spezielle Eigenschaften, Asymptotik, etc. :

e f auf ganz R beliebig oft differenzierbar

e f ist ungerade, beschrankt

e f strikt monoton 1 (weil arctan, 23 strikt monoton 1)

e sign(f(x)) = sign(x) fir alle v € R

e Nullstelle: z =0

o f(x) = £5 fiir + — foo (Asymptoten +7)

e Monotonie- und Konvexitétseigenschaften ergeben sich aus der Lage
der Extrema und Wendepunkte —

Ableitungen:

;o 3a? "o 6z (1—2a%
= e S = S

o [Lxtremalstellen:
f'(x)=0 fiir x=0, mit f"(0)=0 (dreifache Nullstelle)
o Wendepunkte:
f(x) =0 auch fir z=42"Y% ~ £+0.89
An allen diesen Stellen gilt f"(z) #0 =
xr =0 : Sattelpunkt, =426 . Wendepunkte
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a) Seien a,b > 0 und p > 1 reelle Zahlen. Beweisen Sie die Ungleichung

(a+b)P < 27\ (a? + 1)

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass die Funktion f(z) = 2P konvex ist fiir
x > 0, und niitzen Sie dies aus.

b) (x) Fiir den Spezialfall p € N kann man die Ungleichung auch mittels
vollstdndiger Induktion beweisen. (Freiwillige Wiederholung zum Thema

vollstandige Induktion.)

a) f(z)=aP ist konvex fiir x > 0:
() = plp—1DaxP2 >0 fir >0, p>1 V¢

= (geméB Definition der Konvexitét, mit A = 1)
fGa+0) < 5(f(a) + £(2)

1 1
& ﬁ(a+b)p§§(ap+bp)

& (a+0b)P < 2071 (a? + bF) v

b) Induktionsbeweis fiir p € N:
e p=1:a+b=a+b V
e p — p+1:
IND
(a+b)P™ = (a+b)(a+b)f < (a+b)2° a? + b
= 2271 (@ + al’ + ba’ + b1

mit [Trick]
abtl +ba’ = o+ 0+ (a = D)V — )
<0
S ap-i-l + bp+1 o
—> Behauptung fiir p + 1. v

*Sonderfall @ = 0 oder b = 0 trivial. Fiir a,b > 0 verwenden wir 0 < f”(z) < oo fiir z > 0.
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Wir betrachten die von einem Parameter p > 0 abhéngige Familie von Funk-
tionen

folx) = ale™ fir x > 0.

a) Kléren Sie, ob diese Funktionenfamilie gleichmaf$ig (nach oben) beschrinkt
ist, d.h. ob eine Konstante C' existiert mit

sup sup fy(z) < C.

p>02>0

b) Falls gleichméBige Beschrinktheit gem#f a) vorliegt, bestimmen Sie die
Konstante C.

Andernfalls bestimmen Sie den Wert von

inf sup fy(z).

P20 2>0

c) Zusatzfrage: What about p = 0?7 Was fillt [hnen hier auf?

a) Fiir alle p > 0 gilt f,(0) =0, lim f,(x)=0, und

Tr — 400
f;(a:) = (p Pt — y::p) e = (p—x)a e
= lokale = globale Maximalstelle an z = p, mit
fr(p) = pPe? = ePP =P — orp=1) o o fijy P — 00
= nicht gleichméfig beschrankt.
Grafik: Verlauf von f,(z) firp = 0, 0.1, 1, 2, 3
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b) Betrachte die Funktion m: (0,00) — R (siehe Grafik),

m(p) = I?Zag‘ffp(x) = fo(p) = pPe? = e P (Inp-1)

mit |[de I'Hospital an p =0 fiir p Inp =Inp/(1/p) |

Jim m(p) =1,  lim m(p) = co

m(p) = eP(np=1) 5

m'(p) = m(p) (Inp—1+p-2) = m(p) lnp

m/(p) =0 firp=1, mit m(l)=1/e
[sieche Grafik 1] p =1 muss lokale Minimalstelle von m(p) sein,

ist gleichzeitig globale Minimalstelle.

= 1
inf sup f,(z) = —.
e

P20 >0
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c) fp(0)=0 fiir p > 0, jedoch fp(0) =1.
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Herr B. geht mit seinem Mischling Bello auf einer geradlinig verlaufen-
den Strafle spazieren. Bello erblickt etwas auf der Wiese nebenan und lduft
geradlinig in einem Winkel senkrecht zur Strafle davon. 1000 m von Herrn B.’s
Standort entfernt befindet sich an der Strafle ein Radarmessgerit. Als Bello
1200 m von diesem entfernt ist, blitzt ihn das Radar, und die Messung ergibt,
dass sich Bello in diesem Moment mit einer Geschwindigkeit von 3m/s von
dem Radargeridt wegbewegt (d.h. in Richtung vom Radar weg gemessen).

Hat Bello in diesem Moment die gesetzlich zuldssige Hundehdchst-
geschwindigkeit von 20km/h dberschritten?

BeLLo
2}
Z
‘o,
s
& e
B ‘ 4,000 m K

[Skizze:] Zum Zeitpunkt des Blitzens ist
e 1 =1000 ... Abstand B. — Radar (horizontal, konstant)
e 7 =1200 ... Abstand Bello — Radar (diagonal)
e iy ... Abstand Bello — B. (vertikal)
= (nach Pythagoras):

y = Vr2—a? ~ 663.32

Der Abstand Bello — B. ist eine Funktion der Hundelaufzeit ¢, y = y(¢), und
somit auch r: r =r(t) = /x> + y(t)?. Zum Zeitpunkt des Blitzens ist r(t) =
1200, und laut Angabe
y()y'(t)  663.32y/(t)

r(t) 1200

3 =1r/(t) = L\/a2+y(t)? =

31200
y'(t) =

663.32 ~ 5.43m/s ~ 19.55km/h. Kein Strafmandat. -
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Konvexe Minimierung:

a) Gegeben sei eine (mindestens) zweimal differenzierbare Funktion
f:]a,b] = R, und es gelte f(a) = f(b) und f"(z) > 0 fiir alle x € [a, b].

Beweisen Sie die (anschaulich naheliegende) Tatsache:
f besitzt in (a,b) eine eindeutige Minimalstelle.
b) Bleibt die Ausage aus a) auch dann richtig, wenn f(a) = f(b) nicht vor-

ausgesetzt wird? Falls nein - was muss an den Randpunkten gelten, damit
die Aussage richtig bleibt?

a) e f(a)=f(b) = JL€(a,b): f(§)=0 (MWS; Satz von Rolle)
e ["(z)>0 = f'(z) strikt monoton 7, insbesondere injektiv
= £ ist eindeutig, und es gilt
<0, z€la,t
f@) { >0, e 55,6])
—
r = ¢ ist eindeutige Minimalstelle, mit f(§) = min f(z). V

x € [a,b]

b) Nein — Gegenbeispiele leicht zu sehen.
Forderung: f'(a) <0 und f'(b) >0
= d¢€ (a,b) mit f/(§) =0 (Zwischenwertsatz fir f')

Dann Beweis wie unter a).

Grafik: f(a) < f(b) (analog fiir f(a) > f(b)

a) ist ein Spezialfall von b). N
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(%) Das Fermat’sche Prinzip der Optik besagt, dass Licht stets den Weg
kiirzester Zeitdauer einschlagt. Wir betrachten den Weg des Lichts zwischen
zwei Punkten p und ¢ in zwei Medien (z.B. Luft und Vodka) mit unterschied-
lichen Lichtgeschwindigkeiten c; und cy. Innerhalb des jeweiligen Mediums be-
wegt sich das Licht entlang eines geradlinigen Strahls.

Geben Sie eine Funktion an, die die Dauer von p nach ¢ als Funktion T'(z)
der Stelle x laut Grafik angibt, und folgern Sie aus der Minimalitétsbedingung
T'(x) = 0 fiir den Verlauf des Lichtstrahles das Snellius’sche Brechungsgesetz

sin o c1

sin o Co

a1, as laut Grafik. Medium 1 oben, Medium 2 unten; x ist die waagrechte
Koordinate entlang der geradlinigen Grenze zwischen den beiden Medien.

Medium 1

@) =5

P2

P1

Medium 2

Kartesisches Koordinatensystem (x,y): Die z-Achse begrenzt die beiden Me-
dien. Gesucht ist die Stelle x, an der der Lichtstrahl diese Grenze passiert.

Mit
Ty := Laufzeit in Medium 1 (oben), 75 := Laufzeit in Medium 2 (unten)

gilt fiir die Gesamtlaufzeit T' = T 4+ 15 mit sq, so laut Grafik:
s1,
C1 C2

T =T+1, =

Kartesische Koordinaten der Endpunkte p und ¢:

p = (p1,p2), q=(q1,¢)

~  mit x = x- Koordinate des Durchsto3punktes gilt (Pythagoras)

S1 = \/(p1—$)2+p%, So = \/(x—q1)2+q%
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Medium 1

Medium 2

~  Laufzeit T = T'(x) als Funktion der gesuchten Koordinate x :

1 1
T(x) = - (p1—2)°+p3 + 6—2\/(56—611)2+(J§

Minimalitdtsbedingung erfordert 7"(x) = 0.

T/(SU> _ b1 + q1
2 2
o/ —aP+pd oo —a)+d
_ _pl—x+x—q1: _sinoz1+sin042;0
C1 81 C9 S9 C1 C2
=4 )
s%nozl _a Y
S111 (v9 Cy

Minimaleigenschaft ist klar, weil T'(x) — oo fiir z — £o0.
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Eine 3 m hohe Mauer steht im Abstand von 8 m vor einem Gebédude. Ermitteln
Sie die Lange des kiirzesten geraden Balkens, der, angelegt am Boden auflerhalb
der Mauer, die Front des Gebaudes erreicht.

Gemal Skizze zwei ahnliche Dreiecke: ~»

L cosaa = r+8, wobei tana = —
x

= L darstellbar (z.B.) als Funktion von a oder von z (z giinstiger).

~  Mit * cos(arctant) = 1/+/1 + ¢2:

r+38 9

cos(arctan(3/z)) A TR

L(z) = .

Ableitung:
/ 9 9
L'(z) = 1+ — — (v +8) ——F——
t 234 /1+ 5

:;9<1+9 M)

1 72
ORI .
1+ o * 1+ 2 *

= L(z)=0firz=72"2=2.323~416 ~
Toin ~ 4.16 m, Qmin = arctan(3/z;,:,) ~ 0.625 ~ 35.8°

und schlief3lich
Liin = L(Zpin) ~ 14.99m.

Minimaleigenschaft ist klar, weil L(x) — oo fir x — 0+ und fir 2z — oc. 0

“Folgt aus tan(arctant) = /1 — cos?(arctant) / cos(arctant) = ¢
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(%) Uber eine 30 m breite Bucht soll eine Hiingebriicke gebaut werden. Dabei wird die Form der
Briicke durch eine sogenannte Kettenlinie beschrieben, d.h. durch eine Funktion der Gestalt

f(z) = h+a- <cosh <x—a70> —1)

a

beschrieben. Dabei gilt (alle Langenangaben in m):
e 1 ist die horizontale Ortskoordinate; die Briicke erstreckt sich von z = 0 bis x = 30.

e Der linke und rechte Aufhdngepunkt (bei z = 0 bzw. x = 30) befindet sich 10m bzw.
12m iiber dem Wasserspiegel.

e Die erwiinschte Durchfahrtshéhe ist A = 8 m, d.h. Schiffe mit einer Hohe von maximal
8 m sollen unter der Briicke passieren kénnen.

s

3m
A &

X0

-—

e

0m———

Bestimmen Sie den Parameter a entsprechend der obigen Spezifikation, ebenso den Parameter
xo (was bedeutet dieser?).

Hinweis: Schreiben Sie zwei Gleichungen fiir die gesuchten Parameter a und z( an, die sich aus
der Angabe ergeben. Dieses nichtlineare Gleichungssystem kann man nicht exakt analytisch
l6sen. Man greift daher zur numerischen Losung auf das Newton-Verfahren zuriick. Wie das
Newton-Verfahren in zwei oder mehreren Variablen funktioniert, lernt man in ‘Analysis II".
Wir gehen hier anders vor: Fiihren Sie anstelle der Variablen xy die Variable y := xy/a ein
und schreiben Sie eine der beiden Gleichungen als Gleichung in den Variablen a und y an,
v(a,y) = 0. Diese kénnen Sie formelmiflig exakt nach a auflésen und erhalten somit eine
Funktion a = a(y). Einsetzen von a = a(y) in die zweite Gleichung liefert eine Gleichung in
der Variable y, die Sie mit dem Newton-Verfahren numerisch 16sen kénnen.

Man benotigt nun noch einen brauchbare Startndherung, die ‘optisch’ schwer zu schéitzen ist.
Gehen Sie so vor: Ersetzen Sie die Funktion ¢(t) = cosht durch die Parabel g(t) =1+ %; fiir
nicht zu grofle ¢ haben diese beiden Funktionen einen &hnlichen Verlauf. Das so entstehende
Néherungsproblem konnen Sie mit derselben Substitution wie oben angegeben exakt losen.
Verwenden Sie diese Losung als Startndherung fiir die Newton-Iteration am Rechner.

Dies ist ein Problem der Parameteridentifikation:

Die Parameter a und z( zu identifizieren aufgrund der gestellten Forderungen:
Fiir die (laut Ansatz offensichtliche) Minimalstelle zy von

f(z) = 8+a- (g

r — Xy

) — 1), mit (Abkiirzung:) ¢ := cosh,
a

soll gelten xy € (0,30), mit f(xy) = 8, bei gegebenen Aufthéngepunkten: —
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Vorgegebene Positionen der Aufhdngepunkte ergeben zwei Gleichungen fiir a
und xg:

1oéf(0):8+a-(g(0_x°>—1> (Q)

a

12 £ £(30) = 8+a- (g(?’o_xo) —1) (ii)

a
e Reduktion auf eine einzige Gleichung:

— In der ersten Gleichung (i) setzen wir y := xy/a und erhalten so eine
Beziehung zwischen a und y, die nach a auflosbar ist (beachte g(y) =
9(=y)): (o) 1) W) 2 Gl

2=al(gly)—1 = a=ay) =——7 111
9(y) =1

— Einsetzen von y = xp/a und a = a(y) in die zweite Gleichung (ii) ergibt

eine Gleichung fiir y:

1= ay)- (9( o —v) 1) (iv)

a(y)
e Bestimmung eines Startwertes: Ersetze g(t) = cosht durch g(t) =1+ %
— Anstelle von (iii) erhalten wir
2
4
2:a(1—|—%—1) = a:a(y):? (v)

— FKinsetzen von y = 2p/a und a = a(y) in die zweite Gleichung (ii) (mit g
anstelle von g) ergibt eine Gleichung fiir y:

=t (5(20) -

y? 2
225 15 1
o PGy y) =0 (v)

mit einer positiven Losung:
2
15

ergibt Startwert fiir die Newton-Iteration zur Losung von (iv).

y = — (1+v2) ~ 0.322
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e Newton-Iteration fir (iv): Zu losen ist die Gleichung
30
F(y) = aly) - <g(————-—- > —-1) -4 =0
W) = o) (o0
2
g(y) -1
Durchfithrung in Computeralgebra (Maple):

mit g = cosh, a(y) =

g := cosh:

a =y > 2/(gly)-1):

F :=y -> a(y)*(g(30/a(y)-y)-1)-4:

y[0] := 0.322: # Startwert

for i from 1 to 3 do # Newton in double-Arithmetik:
y[i] := evalf(y[i-1]-F(y[i-1])/D(F) (y[i-11))

end:

Dies ergibt Folge von Naherungswerten:

y[0] = 0.322

y[1] = 0.3184555865
y[2] = 0.3184158752
y[3] = 0.3184158703

mit Residuum F(y3) ~ 1071,

e = Numerische Lisung:

y = 0.3184158703,

9
N — - % 3012049105,
@ = aly) coshy — 1
= oz = 2 = 12.45658520.
a

Anmerkung: Der Startwert war bereits ziemlich genau.
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Fiir bestimmte Integrale, die sich nicht exakt mittels Stammfunktionen berechnen lassen, ver-
wendet man numerische Néherungsformeln. Wir betrachten die einfachste derartige Formel
tiber einem Integrationsintervall [a, b]. Der Integrand f(z) wird als stetig differenzierbar vor-
ausgesetzt.

a) Geben Sie fiir den Fehler R(f;a,b) — I(f;a,b) der Rechtecksformel

R(f:a,b) = (b—a) f(a) ~ I(f:a.b) /f

eine formelméBige Darstellung an, die von f'(§) (fiir ein & € [a, b]) abhéngt.
In welcher Weise héangt der Fehler von der Intervalllinge b — a ab?

Fiir welche Integranden liefert die Rechteckformel das exakte Ergebnis?

b) Wir denken uns das Intervall [a,b] in n gleich lange Teilintervalle
[z;—1, 2], i = 1...n, unterteilt, mit den ‘Gitterpunkten’

ro=a, x1=a+h, ..., xpo1=b—h, x,=b, (h=1/n),

wenden auf jedem der Teilintervalle die Rechtecksformel R(f;x;_1,x;) an
und summieren auf. Das Ergebnis, die summierte Rechtecksformel, eine
Riemann-Summe iiber der gewahlten Unterteilung. Wir bezeichnen sie mit

Rumme(f;a,b).

Geben Sie fiir den Fehler der summierten Rechtecksformel eine Abschétzung
der Form

| Rsumme(f;a,b) = I(f;a,b)] < ChP 512%}2 [£'()]

an. Wie lautet der Wert fiir die ‘Konvergenzordnung’ p, und welche Kon-
stante C' tritt in der Abschatzung auf?

a) 1. MWS der Integralrechnung =

/f = (b—a) f(§) firein &€ [a,b]

=
R(f;a,b) = I(fia,b) = (b—a) (f(a) = f(£)), &€ [a,b)
und weiter (mittels 1. MWS der Differentialrechnung fiir f):

R(f;a,b) = I(f;a,b) = (b—a)(a—=£&) f'(n), ne(a§)Cab]
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a) (Fortsetzung:)
= Fehlerabschitzung:

R(f;a,b) = I(f;a,)] < (b—a)® max |f(z)]

x € [a,b]

Die Rechteckformel ist exakt nur fiir konstante Funktionen.

b) Geméf a) gilt fiir alle Teilintervalle x;_1, x; :

[R(f;2i—1,2:) — I(f; i1, 2)| < B® max  |f/(€)]

§€ i,

= mith=1/n:

‘Rsumme(ﬁ a,b) = I(f;a, b)’ = ’ Z R(f;wi1, @) — I(f; i1, )
1=1

< Z \R(f; i1, @) = I(f i1, 24)
i—1

< nh?® max |f'(z)| = h max |f'(2)]
x € [a,b] x € [a,b]

Anmerkung: Es gibt bessere Naherungsverfahren, z.B. die [summierte] Trapez-
formel, basierend auf (siehe Abbildung, exakt fiir affine Funktionen),

" 0y + £ ) ~ I(frah)

T(f;a,b) = 5

Die summierte Trapezformel T me(f; a,b) hat die Konvergenzordnung p = 2
fiir mindestens zweimal stetig differenzierbare Integranden.

P




