
Analysis I für TPH, UE (103.088), WS 2014/15 3. Übungsblatt (10.11.2014)

1. a) Eine Folge (an) sei rekursiv definiert durch an+1 = 2
√
an , n ∈ N mit einem gegebenen

Startwert a1 ≥ 0.

Geben Sie alle Werte a ∈ R an, die als Grenzwert der Folge infrage kommen.

b) Untersuchen Sie die Konvergenz der Folge für beliebige Startwerte a1 > 0.

Hinweis: Achten Sie auf das Monotonieverhalten.

2. a) Berechnen Sie den Wert der Reihe
∞∑
n=2

n− 1

n!

b) Berechnen Sie den Wert der Reihe
∞∑
n=2

( 1

n2 − 1
− 1

n(n+ 2)

)

c) Stellen Sie die Reihe x+ x2 + x4 + x8 + x16 + . . . in
∞∑
n=0

. . . Notation dar.

Für welche x ∈ R konvergiert diese Reihe?

d) (∗) Berechnen Sie den Wert der Reihe
∞∑
n=1

nxn (|x| < 1)

Hinweis: Versuchen Sie das Problem auf die geometrische Reihe zurückzuführen, unter Verzicht
auf einen strengen Beweis der daraus zu vermutenden Formel (später!).

3. Stellen Sie fest, für welche x ∈ R die Reihen [bedingt, absolut] konvergieren:

a)
∞∑
n=1

xn

n!
b)

∞∑
n=1

n! xn c)
∞∑
n=1

xn

nk
(k ∈ N) d)

∞∑
n=1

nk xn (k ∈ N)

4. a) [Prüfungsaufgabe (2014)]: Überprüfen Sie die Konvergenz der Reihe
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!

b) [Prüfungsaufgabe (2014)]:

Für welche x ∈ R ist die Reihe
∞∑
n=1

(−n)n−1

n!
xn absolut konvergent?

c) [Prüfungsaufgabe (2013)]:

Für welche x ∈ R ist die Reihe
∞∑
n=1

(
x+

x

n

)n

absolut konvergent?

d) Untersuchen Sie die bedingte und die absolute Konvergenz der Reihe
∞∑
n=1

(−1)n−1 1
n

√
n+ 1

n

5. (∗) Eine Doppelreihe: Sei p ∈ (0,∞). Wir betrachten die Reihe

∞∑
n=0

an mit an =
∞∑
k=0

1

1 + (n+ k)p



Für welche p konvergiert diese Reihe?

Hinweis: In ähnlicher Weise wie für das Cauchy-Produkt von Reihen (Satz 5.15) kann man zeigen,
dass im Fall der absoluten Konvergenz der gegebenen Reihe jede Umordnung gegen denselben
Wert konvergiert. Verwenden Sie eine Umordnung gemäß einem Diagonalverfahren.

6. Herr B. kehrt zusammen mit seinem Dackel Bello von Stammersdorf zurück. Zum Zeitpunkt t =
0:00 (Tür beim Heurigen) befinden sie sich 1 km von zuhause entfernt. Bello, der doppelt so schnell
unterwegs ist wie Herr B., läuft schnurstracks bis nach Hause voraus. Da die Tür verschlossen ist,
macht er auf der Stelle kehrt und läuft Herrn B. wieder entgegen. Danach wiederholt sich dieses
Spiel immer wieder.

a) Einen wie langen Weg legt Bello insgesamt zurück?

b) Berechnen Sie die Entfernungen von den Treffpunkten zu Herrn B.’ Haus, die den Zeitpunkten
entsprechen, an denen die beiden immer wieder zusammentreffen.

c) Stellen Sie die Antwort zu a) als unendliche Reihe dar, die sich aus b) ergibt.

7. Für eine gegebene nichtleere Teilmenge A von R definieren wir die Funktion

dA : R → R, dA(x) = inf
a∈A

|x− a|

a) Interpretieren Sie diese Definition und geben Sie der Funktion dA einen Namen.

b) Geben Sie die Funktion d[0,1] explizit an und zeichnen Sie ihren Graphen. Ist d[0,1] stetig?

c) Gleiche Frage wie unter b), für d(0,1).

d) Gleiche Frage wie unter b), für d{0,1}.

e) Zeigen Sie: Falls A ⊆ R beschränkt ist, dann ist das Bild dA(A) unbeschränkt.

f) Ist auch die folgende Aussage wahr?

Falls A ⊆ R unbeschränkt ist, dann ist das Bild dA(A) beschränkt.

8. Zu untersuchen ist die Stetigkeit bzw. allfällige Unstetigkeitsstellen und stetige Fortsetzbarkeit
für folgende Funktionen.

a) f : [0, 2] → R, mit f(x) = g(x) für x ∈ [0, 1], und f(x) = g(x− 1) für x ∈ (1, 2]

Dabei ist g : [0, 1] → R eine gegebene stetige Funktion. Geben Sie inbesondere an, welche
Bedingung g(x) erfüllen muss, damit die Funktion f(x) stetig ist.

b) f : R \ {0} → R, mit f(x) = p(1/x) Dabei ist p(x) ein gegebenes Polynom.

c) Gibt es Polynome p, so dass sich die unter b) definierte Funktion f an der Stelle x = 0 stetig
fortsetzen lässt?

d) f : (−r, r) \ {0} → R, mit f(x) =

√
1 + p(x) − 1

x2

Dabei ist p(x) =
n∑

i=1

ai x
i ein gegebenes Polynom ist mit p(0) = 0.

(i) Zeigen Sie: Die Funktion f(x) ist wohldefiniert für hinreichend kleines r > 0.



(ii) Für x = 0 ergibt sich der undefinierte Ausdruck ’f(0) = 0/0’. Untersuchen Sie, für welche
Polynome p an der Stelle x = 0 eine hebbare Unstetigkeit vorliegt. Falls dies zutrifft,
geben Sie den Wert der stetigen Fortsetzung an, d.h. den Limes

lim
x→ 0

f(x) .

In welcher Weise hängt dieser Limes von dem Polynom p ab?

9. Die Funktionen fn : R → R seien (in Abhängigkeit von n ∈ N) definiert als fn(x) =
nx

1 + |nx|

a) Untersuchen Sie die Stetigkeit dieser Funktionen.

b) Zeichnen Sie einige Funktionsgraphen für n = 1, 2, 3, . . .

c) Die Funktion f : R → R sei definiert durch f(x) = lim
n→∞

fn(x)

Geben Sie f explizit an. Ist f stetig?

d) (∗) Sei gn(x) =
nx

1 + (nx)2

Vermutung: Für alle x ∈ R gilt gn(x) → 0 für n → ∞. Ist diese Vermutung richtig?

10. Ein gegebenes Dreieck ∆ mit Eckpunkten A,B,C wird in 4 kleinere, zu ∆ ähnliche Dreiecke
unterteilt, die dadurch entstehen, dass man die Seiten von ∆ in der Mitte teilt und diese 3
Punkte als neue Eckpunkte für die kleineren Dreiecke verwendet. Dieser Prozess wird rekursiv
fortgesetzt, siehe Skizze (diese zeigt den Spezialfall eines gleichseitigen Dreiecks).

In dieser Weise erzeugt man eine Folge von immer kleineren, zu ∆ ähnlichen Dreiecken ∇k , die
in der Skizze weiß erscheinen (1 kleines ∇, 3 noch kleinere ∇’s, 9 noch noch kleinere ∇’s, . . . ).
Wenn man sich diesen Prozess unendlich oft fortgesetzt denkt – gegen welchen Wert konvergiert
die Summe der Flächeninhalte aller dieser Dreiecke ∇k (im Vergleich zur Fläche des gegebenen
Dreiecks ∆)?


