Analysis I fir TPH, UE (103.088), WS 2014/15 7. Ubungsblatt (12.01.2015)

Falls Sie in den Weihnachtsferien Analysis vermissen sollten... bitte sehr: Ausreichend Unterhaltungs-
material fiir die Feiertage.

1. Fiihren Sie fiir die in UE 5, Aufgabe 9a) betrachtete Funktion eine komplette Kurvendiskussion durch.
2. a) [Priifungsaufgabe vom 11.10.2013:] Gegeben sei die Funktion f: (0,00) — R,

(lnac)2

flz) =

Fiihren Sie fiir diese Funktion eine moglichst komplette Kurvendiskussion durch, plus Skizze. Cha-
rakterisieren Sie inbesondere das asymptotische Verhalten fiir + — 0 und x — oo.

b) [Priifungsaufgabe vom 12.12.2014:] Gegeben sei die Funktion f: R — R,

f(z) = arctan(z3)

Fiihren Sie fiir diese Funktion eine moglichst komplette Kurvendiskussion durch, plus Skizze.

Hinweis: Die Wendepunkte kénnen Sie jeweils direkt berechnen. Die Bestimmung und Auswertung der
3. Ableitung ist ein bisschen miihevoll; mit Rechnerunterstiitzung ist das natiirlich kein Problem.

3. a) Seien a,b > 0 und p > 1 reelle Zahlen. Beweisen Sie die Ungleichung

(a+bP < 2771 (aP + bP)

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass die Funktion f(z) = 2P konvex ist fir z > 0, und niitzen Sie
dies aus.

b) () Fiir den Spezialfall p € N kann man die Ungleichung auch mittels vollsténdiger Induktion beweisen.
(Freiwillige Wiederholung zum Thema vollsténdige Induktion.)

Man sieht: Der ‘analytische’ Beweis aus a) ist allgemeiner und dabei auch etwas einfacher.

4. Wir betrachten die von einem Parameter p > 0 abhéngige Familie von Funktionen

fplx) = aPe™ fiir x > 0.

a) Kliren Sie, ob diese Funktionenfamilie gleichmdjf$ig (nach oben) beschrinkt ist, d.h. ob eine Konstante
C existiert mit

sup sup fp(z) < C.
p=2022>0

b) Falls gleichméBige Beschrinktheit geméaf a) vorliegt, bestimmen Sie die Konstante C.
Andernfalls bestimmen Sie den Wert von

inf su ).
pzoxz%fp( )

c) Zusatzfrage: What about p = 07 Was fiillt Thnen hier auf?

5. Herr B. geht mit seinem Mischling Bello auf einer geradlinig verlaufenden Strafle spazieren. Bello erblickt
etwas auf der Wiese nebenan und lauft geradlinig in einem Winkel senkrecht zur Strafle davon. 1000 m
von Herrn B.’s Standort entfernt befindet sich an der Strafle ein Radarmessgerdt. Als Bello 1200 m von
diesem entfernt ist, blitzt ihn das Radar, und die Messung ergibt, dass sich Bello in diesem Moment
mit einer Geschwindigkeit von 3m/s von dem Radargerit wegbewegt (d.h. in Richtung vom Radar weg
gemessen).

Hat Bello in diesem Moment die gesetzlich zulissige Hundehdchstgeschwindigkeit von 20 km /h iberschritten?



6. Konvexe Minimierung;:
a) Gegeben sei eine mindestens zweimal differenzierbare Funktion f: [a,b] — R, und es gelte f(a) = f(b)
und f”(x) > 0 fiir alle € [a, b].
Beweisen Sie die (anschaulich naheliegende) Tatsache:
f besitzt in (a,b) eine eindeutige Minimalstelle.

b) Bleibt die Ausage aus a) auch dann richtig, wenn f(a) = f(b) nicht vorausgesetzt wird? Falls nein -
was muss an den Randpunkten gelten, damit die Aussage richtig bleibt?

7. (x) Das Fermat’sche Prinzip der Optik besagt, dass Licht stets den Weg kiirzester Zeitdauer einschligt.
Wir betrachten den Weg des Lichts zwischen zwei Punkten p und ¢ in zwei Medien (z.B. Luft und Vodka)
mit unterschiedlichen Lichtgeschwindigkeiten ¢; und co. Innerhalb des jeweiligen Mediums bewegt sich
das Licht entlang eines geradlinigen Strahls.

Geben Sie eine Funktion an, die die Dauer von p nach ¢ als Funktion T'(x) der Stelle x laut Grafik
angibt, und folgern Sie aus der Minimalitéitsbedingung T”(z) = 0 fiir den Verlauf des Lichtstrahles das
Snellius’sche Brechungsgesetz

sin o c1

sin oy Co

aq, ag laut Grafik. Medium 1 oben, Medium 2 unten; z ist die waagrechte Koordinate entlang der
geradlinigen Grenze zwischen den beiden Medien.

Medium 1

q { Medium 2

8. Eine 3 m hohe Mauer steht im Abstand von 8 m vor einem Gebdude. Ermitteln Sie die Lange des kiirzesten
geraden Balkens, der, angelegt am Boden auflerhalb der Mauer, die Front des Gebaudes erreicht.

9. () Uber eine 30 m breite Bucht soll eine Hingebriicke gebaut werden.! Dabei wird die Form der Briicke
durch eine sogenannte Kettenlinie beschrieben, d.h. durch eine Funktion der Gestalt

flx) = h+a- (Cosh(x_xo) —1>

a

beschrieben. Dabei gilt (alle Lédngenangaben in m):

!Diese Aufgabe ist ohne Computerunterstiitzung eher miihevoll zu realisieren. Die Bestimmung der Startniherung (siehe
Hinweis unten) ist jedoch problemlos auch per Hand durchfiihrbar.



10.

e z ist die horizontale Ortskoordinate; die Briicke erstreckt sich von = = 0 bis z = 30.

e Der linke und rechte Aufhéngepunkt (bei x = 0 bzw. = 30) befindet sich 10m bzw. 12m iiber
dem Wasserspiegel.

e Die erwiinschte Durchfahrtshohe ist h = 8 m, d.h. Schiffe mit einer Hohe von maximal 8 m sollen
unter der Briicke passieren kénnen.
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Bestimmen Sie den Parameter a entsprechend der obigen Spezifikation, ebenso den Parameter zy (was
bedeutet dieser?).

Hinweis: Schreiben Sie zwei Gleichungen fiir die gesuchten Parameter a¢ und x( an, die sich aus der Angabe ergeben.
Dieses nichtlineare Gleichungssystem kann man nicht exakt analytisch 16sen. Man greift daher zur numerischen
Losung auf das Newton-Verfahren zuriick. Wie das Newton-Verfahren in zwei oder mehreren Variablen funktioniert,
lernt man in ‘Analysis II’. Wir gehen hier anders vor: Fiihren Sie anstelle der Variablen z¢ die Variable y := xg/a
ein und schreiben Sie eine der beiden Gleichungen als Gleichung in den Variablen a und y an, ¢(a,y) = 0. Diese
kénnen Sie formelméBig exakt nach a auflésen und erhalten somit eine Funktion a = a(y). Einsetzen von a = a(y)
in die zweite Gleichung liefert eine Gleichung in der Variable y, die Sie mit dem Newton-Verfahren numerisch 16sen
konnen.

Man bendétigt nun noch einen brauchbare Startndherung, die ‘optisch’ schwer zu schéitzen ist. Gehen Sie so vor:
Ersetzen Sie die Funktion ¢(¢) = cosht¢ durch die Parabel §(¢t) = 1 + %; fiir nicht zu groBe ¢ haben diese beiden
Funktionen einen dhnlichen Verlauf. Das so entstehende Néherungsproblem kénnen Sie mit derselben Substitution
wie oben angegeben exakt losen. Verwenden Sie diese Losung als Startndherung fiir die Newton-Iteration am
Rechner.

Fiir bestimmte Integrale, die sich nicht exakt mittels Stammfunktionen berechnen lassen, verwendet man
numerische Naherungsformeln. Wir betrachten die einfachste derartige Formel {iber einem Integrations-
intervall [a, b]. Der Integrand f(z) wird als stetig differenzierbar vorausgesetzt.

a) Geben Sie fiir den Fehler R(f;a,b) — I(f;a,b) der Rechtecksformel

b
R(f:a,b) = (b—a) f(a) ~ I(f;a,b) = / f(z) da

eine formelmiBige Darstellung an, die von f/(§) (fiir ein £ € [a, b]) abhéingt. In welcher Weise hingt
der Fehler von der Intervalllinge b — a ab?
Fiir welche Integranden liefert die Rechteckformel das exakte Ergebnis?

b) Wir denken uns das Intervall [a, b] in n gleich lange Teilintervalle [x;_1, z;], i = 1...n, unterteilt, mit
den ‘Gitterpunkten’

xo=a,x1=a+h, ..., zpo1=b—h, z, =b, (h=1/n),
wenden auf jedem der Teilintervalle die Rechtecksformel R(f;z;—1,2;) an und summieren auf. Das

Ergebnis, die summierte Rechtecksformel, eine Riemann-Summe iiber der gewidhlten Unterteilung.
Wir bezeichnen sie mit Rgymme(f;a,b).

Geben Sie fiir den Fehler der summierten Rechtecksformel eine Abschétzung der Form

| Rsumme(f;a,0) = I(f;a,b)] < Ch? max |f'(¢)]
£efab]

an. Wie lautet der Wert fiir die ‘Konvergenzordnung’ p, und welche Konstante C tritt in der Abschéitzung
auf?




