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e Aufgabe 1.

a) Sei k € N ein fester Wert. Entscheiden Sie, ob die Reihe Z gi)l konvergiert. a): 1 P.
n=~k (k+1)
Der n-te Summand lautet
n n!
k B El'(n —k)! _onl(k+1D)!(n—Fk)!  k+1
n+1\ (n+1)! (DK (n—k)!  n+l
k+1 (k+1)!(n+1-Fk-—1)
= Die Reihe divergiert (Verhalten gleich wie bei harmonischer Reihe).
: o : 1
b) Bestimmen Sie die reelle Partialbruchzerlegung von e b): 1P.
T+
Der Nenner lautet x (1 4+ x?), wobei 1 + 2% irreduzibel iiber R (keine reelle Nullstelle).
~ Ansatz:
I 1 A n Bx+C
r+a3  x(l+22) 1+ a2
= l=A(1+2)+2(Br+C) = A+Cz+ (A+ B)2?
= A=1, C=0, A+ B=0, daher B= -1
1 1 x
T+ a3 r 1422
o / 1 _
c) Bestimmen Sie den Wert der konvergenten Reihe Z u c): 1P.
~  Vn+n?
Teleskopreihe:
i n+1—+n i n+1-—+/n
n=1 Vi + n? n=1 \/ﬁ n+1
_y (EE——
— n  yn+1




e Aufgabe 2.
1
a) Die Funktion | f: (0,00) = (0,00), f(z)=——
x

1

1+x
Sie ihre Umkehrfunktion berechnen. a): 1 P.

ist bijektiv. Verifizieren Sie dies, indem

Sei y > 0 gegeben. Wir bestimmen z > 0 mit f(z) =y:

1 1
=y & P?4+r—==0

flx)=y & m J

Losung dieser quadratische Gleichung:

1 1
x172:—<—1i,/1+—)
2 Y

Die eindeutige positive Losung (x; > 0) ergibt die Umkehrfunktion von f:

1 4
Fiy) = 5(_1_5_\/r;)>0 fir y >0

x
22 +1

.. 1
b) Uberpriifen Sie, ob die Funktion | f: (0,00) = R, f(z)=—— injektiv ist. b): 1P.
i

(Vgl. Aufgabe 1b), bzw. auf gleichen Nenner bringen) :
1
flz) =

x+ x3

x + 2% ist fiir £ > 0 positiv und strikt monoton wachsend.

Daher ist f(x) fiir x > 0 strikt monoton fallend und somit injektiv.

Anmerkung: f: (0,00) — (0,00) ist bijektiv, aber ihre Umkehrfunktion ist nicht so einfach
zu bestimmen, da eine kubische Gleichung zu l6sen ist. Fiir y > 0 ist

fy) = @—Q—y, mit  g(y) = </(12\/§\/4y2+27+108)y2

6y  g(y)

c) Weisen Sie nach, dass die kubische Gleichung | p(x) =1, mit p(z) = 2° —2° | mindestens eine
Losung = € (1,2) hat. c): 1P.

Hinweis: Versuchen Sie nicht, die Gleichung zu l6sen.

Fiir den prézisen Nachweis, dass dies die einzige Losung in (1, 2) ist, gibt es 1 Extra-P.

p(x) = 2% — 27 ist stetig, mit

p(1)=0 und p(2) =4
Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass es ein x € (1,2) gibt mit p(x) =1.

e FEindeutigkeit: Es gilt
ple) = a* (z — 1)

2? und z — 1 sind beide auf (1,2) positiv und strikt monoton wachsend. Daher ist dort auch
p(z) strikt monoton wachsend und somit injektiv, woraus die Eindeutigkeit folgt. v




e Aufgabe 3.
a) Bestimmen Sie den Grenzwert | lim (In(z —1) —2Inz +In(z + 1))

T —r 00

Begriinden Sie Ihre Antwort prézise. a): 1 P.

In(z —1) —2Inz +In(z +1) = In(z — 1) +1In(z + 1) — In(2?)
= In((x — 1)(x + 1)) — In(z?)
= In(z® — 1) — In(2?)

21 1
zlnJj 5 :ln(l——2)—>0 fir + — o0
T T

weil 1 —1/2? — 1 fiir # — oo und In stetig an der Stelle 1, mit In1 = 0.

b) Zeigen Sie, dass die Funktion | cos(2arcsin(z)) | fiir € [—1,1] mit einem Polynom p(z) iiber-

einstimmt, und geben Sie das Polynom p(x) an. b): 1P.

Verwende Additionstheorem fiir cos:
cos(2arcsin(z)) = cos®(arcsin(z)) — sin?(arcsin(z))
= (1 —sin®(arcsin(x))) — sin®*(arcsin(z)) = (1 — 2?) — 2

=1-22° = p(x), =€l[-1,1]

c) Die Gleichung | 2° =32 +2 = 0 | hat offenbar die Losung #; = 1. Berechnen Sie die zweite

Losung x5, aber ohne Verwendung der Losungsformel fiir die quadratische Gleichung. ‘Erraten durch
Hinsehen’ wird auch nicht als Losung anerkannt!

Hinweis: * /~ c): 1P.

Verwende Polynomdivision:

Also: Division durch x — 1 ergibt den Quotienten x — 2 mit Rest 0. Daher ist x, = 2.




Institut fiir Analysis und Scientific Computing TU Wien
W. Auzinger WS 2015/16

ANALYSIS I FUR TPH, UE (103.088)
2. Ubungstest (FR, 8.01.2016) (mit Lisung)




e Aufgabe 1.

a) Weisen Sie nach, dass die kubische Gleichung | z° =1+ | mindestens eine
Losung x € (1,2) hat. a): 1 P.

Hinweis: Versuchen Sie nicht, die Gleichung zu 16sen.

Fiir den prézisen Nachweis, dass dies die einzige Losung in (1, 2) ist, gibt es 1 Extra-P.

Die Funktion f(z) = 2® — x ist stetig, mit
f(1)=0 und f(2)=6
Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass es ein z € (1,2) gibt mit f(z) =1.

e FHindeutigkeit: Es gilt
indeutigkel gl fla) = x(zQ Y

x und z? — 1 sind beide auf (1,2) positiv und strikt monoton wachsend. Daher ist dort auch
f(z) strikt monoton wachsend und somit injektiv, woraus die Eindeutigkeit folgt. v

b) Die Funktion | f: (0,00) — (0,00), f(z)=—— ist bijektiv. Verifizieren Sie dies, indem

Sie ihre Umkehrfunktion berechnen. b): 1 P.

Sei y > 0 gegeben. Wir bestimmen z > 0 mit f(z) =y:

2 9 2
T) = _ = & x4+ 2xr——- =0
flx) =y ety Y )

Losung dieser quadratische Gleichung:

1 S 2
ng:—(—Qi 4+—>: 1142
2 Y Y

Die eindeutige positive Losung (x; > 0) ergibt die Umkehrfunktion von f:

2
fy) = —1+4/1+—->0 fir y>0
Y

; 1 1
c) Uberpriifen Sie, ob die Funktion | f: (0,00) = R, f(z)=—— T injektiv ist. c): 1P,
x x
Auf gleichen Nenner bringen : 1
f@) = x + 22

x + 22 ist fiir x > 0 positiv und strikt monoton wachsend.

Daher ist f(x) fiir x > 0 strikt monoton fallend und somit injektiv.




e Aufgabe 2

a)

b)

Die Gleichung | 2> =52+ 6 = 0 | hat die Losung 2; = 2. Berechnen Sie die zweite Losung x5,

aber ohne Verwendung der Losungsformel fiir die quadratische Gleichung. ‘Erraten durch Hinsehen’
wird auch nicht als Losung anerkannt!

Hinweis: * /~ a): 1 P.

Verwende Polynomdivision:

x2-5x+6 / x-2 = x-3
- X2 -2x
-3x+6
- -3x+6
0

Also: Division durch x — 2 ergibt den Quotienten x — 3 und den Rest 0. Daher ist x5 = 3.

Bestimmen Sie den Grenzwert | lim (In(z —1)+2In< +In(z +1))

T —r 00

Begriinden Sie Ihre Antwort prézise. b): 1P.

ln(x—l)—}—Zln%—l—ln(a’;—}—l): In(x —1) =2 Inz+In(x + 1)

)
—1) +In(z + 1) — In(z?)

( —1(z+1)) —In(a?)
r? — 1) — In(2?)

1 1
:lnT ln(l——2>%0 flir + — oo
T

weil 1 — 1/2? — 1 fiir # — oo und In stetig an der Stelle 1, mit In1 = 0.

Zeigen Sie, dass die Funktion | cos(2arccos(z)) | fir € [—1,1] mit einem Polynom p(x) tiber-

einstimmt, und geben Sie das Polynom p(z) an. c): 1P.

Verwende Additionstheorem fiir cos:
cos(2arccos(z)) = cos®(arccos(z)) — sin?(arccos(z))
= cos?(arccos(z)) — (1 — cos?(arccos(z)))

=22°—1 = p(x), z€l[-1,1]




e Aufgabe 3.

= In(1+1
a) Bestimmen Sie den Wert der konvergenten Reihe Z n(1+5) a): 1 P.
“~ In(n)In(n + 1)
Teleskopreihe:
i In(1+%) i In (=) i In(n +1) — In(n)
s In(n)In(n+1) s In(n)In(n+1) s In(n)In(n + 1)
=~/ 1 1 1 1 1 1 1
=X o wory) "G s s wd) T e
n=2
= (1)
b) Sei k € N ein fester Wert. Entscheiden Sie, ob die Reihe Z (;) konvergiert. b): 1P.
n=~k k
Der n-te Summand lautet
n—1 (n—1)!
k=1) (k=Dn—-1-(Fk-1)  m-DkInh-FK' k&
n\ n! Conlk=D!(n—k)!  n
k El'(n —k)!
= Die Reihe divergiert (Verhalten gleich wie bei harmonischer Reihe).
1
c) Bestimmen Sie die reelle Partialbruchzerlegung von | ———— und _r c): 1P.
1+ z+ a2 1+ z+ 22

Der Nenner ist irreduzibel iiber R, d.h., er hat keine reelle Nullstelle.
= Die reelle PBZ stimmt mit in beiden Féllen mit der gegebenen Gestalt iiberein,
1 x
l+z+22" 1+x+ 22
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e Aufgabe 1.

a) Geben Sie eine moglichst einfache Umformung fiir den Ausdruck

an (z > 0).

3 In(z®) — 2 In(2?) + 4 ln(%)

a): 1 P.

3In(z*) —2In(z*) +4In(l) = 9lmzr—4mzr—4lnz = lnz

b) Geben Sie eine moglichst einfache Umformung fiir den Ausdruck

cos (arcsin(z) + arccos(z))

r € [—1,1] an.

fiir

b): 1P.

Verwende Additionstheorem fiir cos:

= \/1 —sinarcsin(z) - v — @

cos (arcsin(z) + arccos(z)) = cosarcsin(z) cosarccos(z) — sin arcsin(z) sin arccos(x)

- /1 — cos? arccos(x)

=0, zel[-1,1]

c) Die Gleichung | 2 —42+3 = 0 | hat die Losung x; = 1. Berechnen Sie die zweite Losung s,

aber ohne Verwendung der Losungsformel fiir die quadratische Gleichung. ‘Erraten durch Hinsehen’

wird auch nicht als Losung anerkannt!

Hinweis: * /~

c): 1P.

Verwende Polynomdivision:

x2-4x+3 / x-1 = x-3
- 2 - X
-3x + 3
- -3 x+ 3
0

Also: Division durch x — 1 ergibt den Quotienten x — 3 und den Rest 0, Daher ist x5 = 3.




e Aufgabe 2 = ( - )
a) Sei k € N ein fester Wert. Entscheiden Sie, ob die Reihe Z (er}) konvergiert. a): 1 P.
n==k k
Der n-te Summand lautet
n n!
k—=1) (k=1 (n—(k-1)! nlkl(n+1—k)! ok
n+1\ (n+1)! o+ k=D (n+1-k)!  n+1
k El(n+1—k)!
= Die Reihe divergiert (Verhalten gleich wie bei harmonischer Reihe).
b) Fiir welche Wi 0 konvergiert die Reih ez,
) Fiir welche Werte von ¢ > 0 konvergiert die Reihe Z 02” | !
Geben Sie fiir die konvergenten Félle ihren Wert an. b): 1 P.

Fiir ¢ = 1 ist der Summand = 0. Ansonsten Teleskopreihe:

SO S S ()

02 n+1 cn cn+1
n=1 n= n=

n+1 _ "

(1 1)+<1 1)+
c 2 2 3

= Die Reihe konvergiert gegen 1/¢ fiir ¢ > 1 und ist divergent fiir ¢ < 1.

Damit die Reihe konvergiert, muss {1/¢"} eine Nullfolge sein, es muss also ¢ > 1 gelten.

1
c) Bestimmen Sie die reelle Partialbruchzerlegung von 5 c): 1P.
x
1
* 7=
Zunichst auf Standardgestalt umformen:

1 B z—1

22 2+ax—1
1+
r—1

Der Nenner 22 + x — 1 ist irreduzibel iiber R (keine reelle Nullstelle).
= Die reelle PBZ stimmt mit der gegebenen Gestalt {iber {iberein,
Az + B

2?2+ —

r—1
[ —

;=




e Aufgabe 3.

1
a) Die Funktion | f: (0,00) = R, f(z)=x— - ist bijektiv. Verifizieren Sie dies, indem Sie ihre

Umkehrfunktion berechnen. a): 1 P.

Sei y € R gegeben. Wir bestimmen z > 0 mit f(z) =y:

2 —1 9
=y & 0 —yr—1=20

flz)=y &
Losung dieser quadratische Gleichung:

2
Tig = %(yi\/y2+4) = %i (%) +1

Die eindeutige positive Losung (27 > 0) ergibt die Umkehrfunktion von f:

1 Y y\? .
f (@/):5—1- (5) +1 >0 fir y>0
- y : : : 1 1 e
b) Uberpriifen Sie, ob die Funktion | f: (0,00) = R, f(z) = — — 1122 injektiv ist. b): 1 P.
% %
Auf gleichen Nenner bringen: 1

f(x):m

22 (1+ 2%) = 2% + 2 ist fiir 2 > 0 positiv und strikt monoton wachsend.

Daher ist f(x) fiir x > 0 strikt monoton fallend und somit injektiv.

c) Weisen Sie nach, dass die kubische Gleichung | p(x) =5, mit p(z) = 2° + 2> — 2 | mindestens

eine Losung = € (1,2) hat. c): 1P,

Hinweis: Versuchen Sie nicht, die Gleichung zu 16sen.

Fiir den prézisen Nachweis, dass dies die einzige Losung in (1, 2) ist, gibt es 1 Extra-P.

p(x) = 23 + 2% — x ist stetig, mit
p(1)=1 und p(2) =10

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass es ein x € (1,2) gibt mit p(z) =5. v

e FHindeutigkeit: Es gilt
s 5 plz) =z (@*+2—1)

z und 2? + x — 1 sind beide auf (1, 2) positiv und strikt monoton wachsend. Daher ist dort
auch p(x) strikt monoton wachsend und somit injektiv, woraus die Eindeutigkeit folgt. v’
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