ANALYSIS I FUR TPH WS 2015/16
7. Ubung Ubersicht

Aufgaben zu Kapitel 10

Aufgabe 1: Eine Kurvendiskussion (rationale Funktion)

Aufgabe 2: Eine inverse Kurvendiskussion

(Konstruktion einer rationalen Funktion mit gewiinschtem Verhalten)
Aufgabe 3: Bernstein-Polynome

Aufgabe 4: Analytischer Beweis einer Ungleichung

Aufgabe 5: Zwei konvexe Minimierungsprobleme

Aufgabe 6: Zwei Kurvendiskussionen (Priifungsaufgaben)

Aufgabe 7: Fehleranalyse bei linearer Interpolation

Aufgabe 8: Eine kleine Uberlegung zur Wurfparabel

Aufgabe 9: Konvexe Minimierung allgemein

Aufgabe 10: Eine Ungleichung, zwei lustige Beweise




ANALYSIS I FUR TPH WS 2015/16
7. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 1/1

Fiihren Sie fiir die rationale Funktion
1+=x
f(z)

T 14z +a?
eine moglichst komplette Kurvendiskussion durch. Fertigen Sie auch eine Skizze an.

Hinweis: Die exakte Bestimmung der Wendepunkte ist nicht einfach zu bewerkstel-
ligen. Versuchen Sie die Lage wenigstens eines der Wendepunkte aufgrund Ihrer
Skizze zu schétzen, und verbessern Sie diesen Nédherungswert unter Zuhilfenahme
des Newton-Verfahrens, ausgefiihrt am Rechner.
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_ 14z
f(#) = 5z
e Nenner 1 + z + 22 hat keine reelle Nullstelle = D(f) =R

e 1 = —1: einfache Nullstelle

e Ableitungen:

z (2 +x) _2:1:3+3:1;2—1

fla) = _(1 + x4+ 22)?’ fi(z) = (1+x+ 2?)3

e 1 = —2: lokale Minimalstelle (f” > 0)

e 1z =0: lokale Maximalstelle (f” < 0)
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e Wir erwarten 3 Wendepunkte.
Die Nullstellen von 2 + 3 2? — 1 = 0 sind numerisch zu ermitteln
(23 +322—-1=0 & f"(x)=0).
7.B. links: Zwischen min und max muss ein Wendepunkt liegen.
Anfangsnidherung: xp = —1 (in der Mitte zwischen min und max)
Newton-Iteration fiir g(z) == 2° +32° —1=0:

glxi) )+ 3x7 — 1
Jg(x) 7 3x2+6x;

Tiv1 = Tj —

1 ZT;

0 —1.0000000000
1 —0.6666666667
2 —0.6527777778
3

4

5!

—0.6527036468
—0.6527036447
—0.6527036447

[teration stagniert bei >10 Dezimalstellen (ist tatsdchlich v).
o Weitere Wendepunkte aufien bei x ~ —2.88, = ~ 0.53.

e Asymptotisches Verhalten:
lim f(x)=0, lim f(z)=0,

x| —00 xT+00

= Obige lokale Extrema sind tatsachlich globale Extrema.

e [is gilt auch

lim f(z)=0, lim f'(z)=0,
I ) =0, lm i

und genauso fiir alle hoheren Ableitungen.
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Konstruieren Sie eine moglichst einfach gebaute rationale Funktion R(z) mit einem
Pol 2. Ordnung an = = 1 (sonst keine Pole), einem Wendepunkt (f”(x) = 0) an der
Stelle « = 4, einer doppelten Nullstelle (irgendwo), und der Eigenschaft lim = 2.

r—+00

Hinweis: Verwenden Sie einen Ansatz in Form der Partialbruchzerlegung.

e Plausibler Ansatz:

A B
Rlz) =2+ 9 a1

= lim, y41o, = 2, Pol 2. Ordnung an x = 1 falls B # 0.

e Auf gleichen Nenner bringen:
_ 22* 4 (A—4)x — A+B+2
(z—=1)°

Studiere Nullstellen des Zéhlers (quadratisches Polynom in z):

R(z)

Die Diskriminante D der quadratischen Gleichung soll verschwinden,
damit die gewiinschte doppelte Nullstelle auftritt:

D= (A—4°—-8(—A+B+2) = A>—8B

9
= wahle B:% ~
da+ A—4)°
R(z) = ... = ( 2)
8(x—1)
mit
A A —
R'(z) (8x+3 : 8)
4(x—1)

e Der Zihler von R"(x) hat eine Nullstelle; diese soll an der Stelle z = 4
liegen (Wendepunkt an x = 4):

A
= B =8 mit Pol 2. Ordnung. Wir erhalten also
8 8 2 (x — 3)°
R(z) = 2— _2@¥

-+ —
=1 @17 (@1
Die gewiinschte doppelte Nullstelle ergibt sich somit zu x = 3.
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e Dritte Ableitung:
~ 48(z —5)

R//l T
@) (x —1)°

#0 an x =4

x =4 ist also tatsachlich ein Wendepunkt.
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Verlauf von R(x)
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Die Bernstein-Polynome By, (x) vom Grad n € N sind definiert als

Bin(z) = (Z)xk(l—x)”_k . k=0...n.

a) [L] Zeigen Sie, ohne die Ableitung B, ;(z) zu berechnen: Fiir 0 < k < n gibt
es mindestens eine Stelle § € (0,1) mit B/ () = 0.

b) [L] Zeigen Sie, indem Sie die Ableitung B, ;(z) berechnen: Fiir 0 < k < n gibt
es genau eine Stelle € (0,1) mit B; ;(§) = 0.

Anmerkung: Es gilt > Bj,(z) = 1. (Warum?)
k=0

Wir betrachten die Funktionen f(z) = 2% (1 — )" >0 auf [0,1].
a) Fir0O<k<n: f(0)=f(1)=0
= 3¢€(0,1) mit f/(§) =0 (Mittelwertsatz) v
b) Ableitung von f:
fllx) = ka1 —a)" " =2 (n—k)(1 —2)" !
— k(l—2)—a(n—Fk)z"1 ({1 -z
= (k—nz)z" 1 (1 —2)"! S
= eindeutige Maximalstelle an = = k/n € (0,1).

Die Identitédt > Bjpn(x) =1 folgt direkt aus ‘Binomi’.
k=0

Verlauf der Bernsteinpolynome fiir n = 20:

1

08

0.6

04

0 02 0.4 0.6 0.8 I

Anmerkung: Neben dem Link zu diesem Dokument finden Sie eine animierte Dar-
stellung der Bernsteinpolynome zum Herunterladen (.avi, .mp4).

[]
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Zeigen Sie: Fiir jedes n € N gibt es ein > 0 mit

(1+x)"

< ne.

Geben Sie einen derartigen (von n abhéngigen) Wert fiir  an.

1 n
o Esgilt f(x) :( *2) > 0 fir alle z > 0, mit
T
A3 S =eo, iy Jle)= e

e Naheliegender Gedanke: Wir suchen nach einer Minimalstelle in (0, 0o).

n(l+z)" o —1+2)" (QA+2)" (e —(1+2))

f,(x) - 72 - 22
_ (1+z)" {(n—-1)z—-1)

fllx)y=0 & = fir n > 2

Fiir dieses x gilt

14+ -L)" .
) = ey ) e
n—1
= (1+n%1)n1(n—1+1) < ne. Vv
o 1 = ﬁ ist globale Minimalstelle von f .

e n = 1ist Sonderfall. Keine Minimalstelle, aber lim f(x) = 1.
T —r 00
Wihle z > 1/(e — 1).




ANALYSIS I FUR TPH WS 2015/16
7. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 5/1

a) [L] Zeigen Sie dass die Funktion f: (0,00) — R™,
fa) = a2l

strikt konvex ist und dass sie eine eindeutige Minimalstelle x = x,,;, besitzt.
Geben Sie T, und f(2m,,) an.

b) [L] Gleiche Frage wie unter a), fiir
flz) = e®el/®

a) Ableitungen von f(z) = x> el/*:

f(z) = 23361/33—1—33261/“"(—%) = (23:—1)61/"5

fllx) = 2"+ 22— 1)/ (= %)
mit
2207 —2x+1 = 2+ (2 —22+1) = 2°+(x—1)* > 0 fiir 2 >0
= [ ist strikt konvex. v

Eindeutige Nullstelle von f”:

1 e
Lmin = 5 ) f(xm,hz) _ Z

~ 1.85

02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
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b) Ableitungen von f(x) = e”e!/*:

f/( _ x l/x r  1/x 1y _ _z 1/x v —1
r) = e'e’"+e'e (—p)—ee 2
_ ol ot =227+ 2z +1

4

mit
4 2 A 2 (2 )2 .
vt =22 +2x+1 = (2" -22°+1)+2x = (" —1)"422 > 0 flirx > 0
= [ ist strikt konvex. v
Eindeutige Nullstelle von f”:

xmin, — 17 f(xn[,j’n) — 62 ~ 74()
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a) [L] Gegeben sei die Funktion f: (0,00) — R,

(1nx)2

T

flz) =

Fiihren Sie fiir diese Funktion eine moglichst komplette Kurvendiskussion durch,
plus Skizze. Charakterisieren Sie inbesondere das asymptotische Verhalten fiir
r— 0 und z — oo.

b) [L] Gegeben sei die Funktion f: R — R,
f(z) = arctan(z?)

Fiihren Sie fiir diese Funktion eine moglichst komplette Kurvendiskussion durch,
plus Skizze.

(lnaz)2

X

a) flz) =
Spezielle Eigenschaften, Asymptotik, etc. :
e f ist auf (0, 00) beliebig oft differenzierbar
o f(z) >0 firalle z >0
e Nullstelle: x = 1 (offenbar doppelt)
o f(v) — +oo fiir z — 0+
o f(r)— 0 fiir x — o0

e Monotonie- und Konvexitéitseigenschaften ergeben sich aus der
Lage der Extrema und Wendepunkte: —

Ableitungen:
, 21nx-%-aj—(lnx)2 Inz (2—Inx)
f<$> - 72 - 72
2
Pl = = 2 ((Inz)” =3z +1)

3
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e Extremalstellen:

f'(x) =0 fiir =1 (doppelte Nullstelle) und z = e* ~ 7.39

mit 9
Fy=2>0, == <0
e
=
r =1: globales Minimum, f(1) =0,
4
r=e’: lokales Maximum, f(e?) = — ~0.54
e

e Wendepunkte:
f(z)=0 fir (Inz)>=3mz+1 =0

Lose quadratische Gleichung in y =lnx =

3 =
Wendepunkte bei = = exp(§ F \/75) ~ 1.47, 13.71

(Dort ist f"(z) #0. V') v
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b) f(z) = arctan(z’) "

0.59

Spezielle Eigenschaften, Asymptotik, etc.:

e f ist beliebig oft differenzierbar -

-1.51

e [ ist ungerade, beschrankt R

o f ist strikt monoton 1 (weil arctan und x? strikt monoton 1)
e sign(f(x)) = sign(zx) fir allex € R

o Nullstelle: x =0

o f(v) = £§ fir z — oo (Asymptoten £7)

e Monotonie- und Konvexititseigenschaften ergeben sich aus der
Lage der Extrema und Wendepunkte —

Ableitungen:

;o 3t My 6x(1—22°%
f(iL’)— ) f()_ <£U6—|—1)2

e Extremalstellen:

fl(x)=0 fir 2 =0, mit f’(0)=0 (dreifache Nullstelle)

e Wendepunkte:
() =0 auchfir z =275 ~ +0.89

An allen diesen Stellen gilt f"'(x) #0 =
x =0 : Sattelpunkt, r=4271/6 . Wendepunkte
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Sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar. Eine einfache Approximation fiir f ist
gegeben durch die Gerade g, die die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) verbindet (lineare
Interpolation).

a) [L] Geben Sie fiir g eine explizite Darstellung an.

b) [L] Zeigen Sie:
Es gibt mindestens eine Stelle & € (a,b) mit

9(&) = F(&)] = max [g(x) — f(z)].

x € [a,b]

c) [L] (%) Sei f auf [a,b] zweimal stetig differenzierbar. Geben Sie fiir den Inter-
polationsfehler g — f eine Schranke der Gestalt

lg(z) — f(z)| < C(b—a)* fir alle 2 € [a,b]

an. Die Konstante C' hangt dabei von der Funktion f ab; geben Sie eine derartige
Konstante an, und iiberlegen Sie die ‘Plausibilitdt’ dieser Konstante anhand
einer Skizze.

Hinweis: MWS angewendet auf f und auf f’.

a) Die lineare Interpolierende:

f(b) = fla)
b—a

g(x) = [fla)+ (z —a)

b) Fiir den Interpolationsfehler g — f gilt (¢ — f)(a) = (g9 — f)(b) = 0,
und wegen seiner Stetigkeit nimmt er sein Minimum und Maximum
innerhalb von [a, b] mindestens einmal an.

Fiir differenzierbares f kann man auch den 1. MWS der Differential-

rechnung heranziechen = 3¢ € (a,b) mit

f(b) — f(a)
b—a

An einer dieser Stellen & wird entweder das Minimum oder das Maxi-

f1(€) = also (g — f)'(§) = 0.

mum des Interpolationsfehlers angenommen. Z.B. im konvexen bzw.
konkaven Fall (machen Sie eine Skizze!): —
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e f strikt konvex, also g — f strikt konkav =-
g— f>0auf (a,b), (g — f) monoton |, und 3! £ € (a,b) mit

€)= £(&) = max (g(x) ~ fx).

x € [a,b]
o f strikt konkav, also g — f strikt konvex =-
g— f<0auf (a,b), (g — f) monoton 1, und 3! £ € (a,b) mit

9(§) — f(&) = xrél[iar}b] (9(x) — f(x)).

In beiden Féllen ist |g(&)— f(&)| das eindeutige Maximum von |g(x)—
f(z)] auf [a, b].

In allgemeineren Féllen muss die Maximalstelle nicht eindeutig sein.

c) Sei & € (a,b) eine Maximalstelle von |g — f| gemdf8 b). Fiir alle
x € la,b] gilt g(x) = f(a) + f'(&)(x — a), daher
f(@)—g(x) = f(z) = fla) = [z —a)
Anwendung des ersten Mittelwertsatzes der Differentialrechnung auf
1! ergibt
fl@)—g(@) = f'n)(x —a) = f(§)(x —a)
= (/') = J'(€) (& = a) mit n=n(z)€ (a,b).
Nochmalige Anwendung des Mittelwertsatzes auf [/ =
3¢ =((x) € (a,x) mit
flz) =g(z) < f"(Q)(b—a) =

g(z) — f(z)] < C(b—a)® mit C= . 1F"(Q)] < .

e [is ist anschaulich einsichtig, dass der Interpolationsfehler von der

‘Kriitmmung’ von f, also i.w. von der Grofle von | f”| abhéngt.

e Fiir ‘kleine’ Intervalllingen b — a verhélt sich der Interpolationsfehler
wie (b—a)?

Die lineare Interpolierende ist eine ‘Approximation zweiter Ordnung’.

[]

— er geht quadratisch gegen 0 fiir b —a — 0. Man sagt:




ANALYSIS I FUR TPH WS 2015/16
7. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 8/1

Die Funktion
g 2

y(r) = z tana Tt ooza
beschreibt die Flughohe y eines Steines in Abhéngigkeit von der waagrechten Koor-
dinate z, der an der Stelle (z,y) = (0,0) unter dem Winkel a € (0, §) mit Anfangs-
geschwindigkeit v schrdg nach rechts oben geworfen wird. Unter dem Einfluss der
konstanten Gravitationsbeschleunigung (Erdbeschleuningung ¢) erreicht der Stein

irgendwo seine maximale Hohe und fallt dann wieder nach unten.

a) [L] An welcher Stelle 2,4, erreicht der Stein seine maximale Hohe? (Antwort
in Abhéngigkeit von den Parametern v,g > 0 und a € (0, %).)

b) [L] Fiir welchen Abschusswinkel a4, wird nimmt diese maximale Hohe ihren
grofftmoglichen Wert an? Geben Sie diesen Wert auch an.

Zur Vereinfachung der Notation setzen wir g _. v > 0.

v?
a) Mit /
r) = tana — x
v cos? v
ist die Stelle z = x4, gegeben durch die Forderung ¢'(z) = 0. =
Tomar = % tan o cos’a = < sina cosa

Hier liegt tatséchlich eine (globale) Maximalstelle vor, da y(x) konkav

ist, mit y”(r) = ——%— < 0. Die maximale Hohe betrigt
.9 p
B vy o sinfa vt
Y(Tmazr) = Tmar tana — mxmm =3 % sin” o

b) Die Funktion sin« ist auf (0,7/2) strikt monoton wachsend und
nimmt daher ihren maximalen Wert an der Stelle ., = 7/2 an

(senkrechter Wurf). Die dabei erreichte maximale Hohe betragt

2 2
V7 5T v

— sin“ — = —
24 2 24

Anmerkung: Im Grenzfall & = 7/2 ist die Funktion y(z) gar nicht wohldefiniert
(senkrechter Wurf); die maximale Hohe ist jedoch fiir &« — 7/2 eine stetige Funktion.

Etwas ‘sauberere’ Losung: Betrachtet man x und y als Funktionen der Zeit ¢, dann
ist die Bahnkurve (z(t),y(f)) wohldefiniert, mit x(¢) = 0 fiir o = 7/2. Man kann
dann die obige Uberlegung dann mit y(¢) durchfithren, mit demselben Ergebnis.

[]
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a) [L] Gegeben sei eine (mindestens) zweimal differenzierbare Funktion
f:]a,b] = R, und es gelte f(a) = f(b) und f"(z) > 0 fiir alle x € [a, b].

Beweisen Sie die (anschaulich naheliegende) Tatsache:
f besitzt in (a,b) eine eindeutige Minimalstelle.
b) [L] Bleibt die Ausage aus a) auch dann richtig, wenn f(a) = f(b) nicht vor-

ausgesetzt wird? Falls nein - was muss an den Randpunkten gelten, damit die
Aussage richtig bleibt?

a) o f(a)=f(b) = FE€(a,b): f(§) =0 (MWS; Satz von Rolle)

e f"(x) >0 = f/(x) strikt monoton 7, insbesondere injektiv
= & ist eindeutig, und es gilt
<0, z € a,§)
(@)
>0, z € (& 0]

=
r = £ ist eindeutige Minimalstelle, mit f(§) = min f(z).

x € [a,b]

b) Nein — Gegenbeispiele leicht zu sehen.
Forderung: f'(a) < 0 und f/(b) > 0
= J&€(a,b) mit f(§)=0

(Zwischenwertsatz fur f')

Dann Beweis wie unter a).

Grafik: f(a) < f(b) (analog fiir f(a) > f(b)).

a) ist ein Spezialfall von b).
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Zu beweisen ist die Ungleichung

fiir alle x,y > 0, wobei p > 1 und ¢ der zu p ‘konjugierte’ Exponent, d.h. %—I—% =1.

a) [L] Denken Sie sich y > 0 beliebig festgehalten und analysieren Sie die Funktion

f(x) = %p + y?q — xy. Suchen Sie eine Nullstelle von f’.

b) [L] Alternativer Beweis: Driicken Sie z y mittels exp und In aus und argumen-

tieren Sie mit der Konvexitdt von exp.

“Young’sche Ungleichung’ (der Fall p = ¢ = 2 ist elementar).

Vorbemerkung zum Beweis, Variante a):

1 1 1 P
P q p—1 p-—1
Pyl
o f(x) = flz;y) = —+——xy
p q
o Lis gilt

e Nullstelle von f”:

f/(ﬁ)zxp_l—y:() = :U:yl/pfl, mit

1/p—1\p q p/p—1 q
. Y Yy b Yy Y
f(yl/[) 1) — u_i___(yl/p 1)y1 — +_
p q p q
q q 1 1
:%—’—%_yq:(§+§_1>yq:0

. . T 1/p—
Folgerung: f nimmt sein globales Minimum 0 an y 7! an.

— y 1+1/p71

v
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b) Wir schreiben
ry = exp(lnx+1Iny) = exp (% In2? 4 % In y7)

exp ist konvex = mit é: 1 —]l):
1 p 1 q 1 P 1 q _xp y
exp (t+Ina? +2Iny?) < —exp(lna?)+= exp(lny?) = —+=
! ! p q P g




