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e Aufgabe 1. -
a) Sei k € N ein fester Wert. Entscheiden Sie, ob die Reihe Z (n) konvergiert,

ohne zu versuchen, ihren Wert zu berechnen. n=k a): 0.75 P.
k!'(n —k)!
Der Summand lautet — = L > 0.
" n!
(%)
Quotientenkriterium:
El(n+1—k)!
(n+1)! _n+1-—k o
Kn—-k!  n+1 ~ o ee
n!

= Die Konvergenz ist mit dem Quotientenkriterium nicht entscheidbar.

Anmerkung: Die Reihenglieder verhalten sich asymptotisch wie 1/n*, daher ist die Reihe fiir
k > 2 konvergent (siehe z.B. b)). Diese fiir allgemeines k ein wenig technische Uberlegung
(bzw. deren saubere Ausfithrung mittels des Majorantenkriteriums) war jedoch nicht verlangt.

‘Mit Quotientenkriterium unentscheidbar’ gilt als korrekte Antwort.

b) Berechnen Sie den Wert der Reihe aus a) fiir den Fall k = 2.

(Hinweis: Formen Sie den Summanden geeignet um.) b): 1P.
1 2l (n —2)! 2 2 2
Fir k =2 lautet der Summand — = (n—2) = = — — (PBZ)
(5) n! nn—1 n—-1 n

= Konvergente Teleskopreihe:

o0

1 > 1 1 1 1 1 1 1
—— 9 ( __):2(1__ S 4 - ...):2
— (;‘ Z n—1 n 2+2 3+3 4+

n=2

n

c) Sei f: R — R eine gegebene reelle Funktion.

Was muss fiir f gelten, damit die Reihe S (f(n+3)—f(n—13)) | konvergiert?
n=1
Geben Sie fiir diesen Fall auch den Wert der Rethe an. c): 1.25 P.
Teleskopreihe:
> (f(n+3) ~ fln— 3)
n=1
= (f

Damit die Reihe konvergiert, muss der Wert
foo = lim f(x)

wohldefiniert und endlich sein.

[e.e]

(fln+3) = fln—=3)) = fou— F(5).

n




e Aufgabe 2.

a)

b)

)

Zeigen Sie, dass die Funktion | f:[0,00) — [0,00), f(z)=1+2xz—

bijektiv ist. a): 1 .

f ist stetig, und es gilt
f(0)=0 und lim f(z)= +oo,

T—00

und daher ist f surjektiv.

Weiters ist f injektiv, weil differenzierbar und strikt monoton wachsend:
1

(1+x)?

fllx) = 1+ > 1>0 fiir alle z € [0,00)

= f ist bijektiv.

Geben Sie die Umkehrfunktion der Funktion f aus a) an. b): 1.25 P.
Sei y > 0 gegeben. Wir bestimmen x > 0 mit f(z) = y:
1 (1+x)2—1 22+ 2
flz) =y tr - =Y T2 Y = =

also
P+ 2-y)r—y=0

Die nichtnegative Losung dieser quadratische Gleichung lautet

r = %<y2+\/(2y)—2+4y>

1

Wie viele Nullstellen hat die Funktion | f(z) =2 (1 +2?) —1 | im Intervall (0,1)?

Hinweis: Versuchen Sie nicht, die Nullstelle(n) zu berechnen.

¢): 0.75 P.

o f(z)=a3+x— 1 ist stetig, mit
f(0)=—1<0 und f(1)=1>0.
= f hat mindestens eine Nullstelle in (0, 1).

e f ist durchwegs strikt monoton wachsend und somit injektiv.

= f hat genau eine Nullstelle in (0, 1).




e Aufgabe 3.

a)

b)

Geben Sie fiir | cosh <i 1nj>
j=1

einen einfachen elementaren Formelausdruck in Abhéingigkeit von n € N an. a): 1.25 P.

Wegen

n

i Inj = In (H j),
j=1

j=1

und coshz = (e” + 1/e”) /2 gilt

n n 1 n n 1 1 1
cosh (Z lnj) = cosh (ln (H j)) =35 (Hj+ ( j) ) =35 (n! + —')
n!
=1 =1 = '

cos(a + ) + cos(a — )
cos o
und geben Sie den betreffenden Formelausdruck in Abhingigkeit von § an. b): 0.75 P.

Zeigen Sie, dass (fiir cos a # 0) der Wert von unabhdngig von « ist,

Verwende Additionstheorem fiir cos:
cos(a+ ) = cosacosf —sinasin
cos(a — B) = cosacosf + sinasin

cos(a + ) + cos(a — )
cos «

= 2 cospf

Die Gleichung | 2* —2®* =92 +9 =0 | hat offenbar die Losung z; = 1. Berechnen Sie die

beiden weiteren Lésungen. (Alle Losungen sind reell. ‘Erraten’ gilt nicht als Losung!) ¢): 1 P.

Verwende Polynomdivision:

x"3 - x"2-9x+9 / x -1 = x"2 -9
- X3 - x72
0O -9x+9
- -9 x+9
0

Also: Division durch z — 1 ergibt den Quotienten z? — 9 mit Rest 0.
= 19 =23, 13 =—3.




e Aufgabe 1.

a) Wie viele Nullstellen hat die Funktion | f(x) =2 (z +2) — 2

Hinweis: Versuchen Sie nicht, die Nullstelle(n) zu berechnen.

im Intervall (0,1)7

a): 0.75 P.

o f(z)=a"+22% — 2 ist stetig, mit
f(0)=—-2<0 und f(1)=1>0.
= f hat mindestens eine Nullstelle in (0, 1).
e f ist durchwegs strikt monoton wachsend und somit injektiv.

= f hat genau eine Nullstelle in (0,1).

1

b) Zeigen Sie, dass die Funktion
1+

f:[0,00) = [0,00), f(z)=2z—-1+

bijektiv ist. 0): 1 P.

f ist stetig, und es gilt

f(0)=0 wund lim f(z)= +oo,

T—r00

und daher ist f surjektiv.

flw) = 1-

m > 0 fiir alle x € [O, OO)
X

= f ist bijektiv.

Weiters ist f injektiv, weil differenzierbar und strikt monoton wachsend:

c) Geben Sie die Umkehrfunktion der Funktion f aus b) an. c): 1.25 P.
Sei y > 0 gegeben. Wir bestimmen = > 0 mit f(z) =y:
1 (r—1)(x+1)+1 x?
= = —1 = = = =
fl@)=y rolt i —=y e Y . = v

also
P —yr—y =0

Die nichtnegative Losung dieser quadratische Gleichung lautet

1
= (Vi)

1
) = 5 (v VP +ay) 20 fir y20




e Aufgabe 2.

a)

b)

Die Gleichung | 2® — 7246 =0 | hat offenbar die Losung z; = 1. Berechnen Sie die beiden

weiteren Losungen. (Alle Losungen sind reell. ‘Erraten’ gilt nicht als Losung!) a): 1 P.

Verwende Polynomdivision:

x"3 -7x+ 6 / x -1 = X2 +x -6
- Xx"3 - x72
X2 -7 x + 6
- X2 - b'd
-6 x + 6
- -6 x +6
0

Also: Division durch z — 1 ergibt den Quotienten 22 + z — 6 mit Rest 0.
= To =2, 13 =—3.

Geben Sie fiir | sinh (1111 +ln2+ln3+...+lnn>

einen einfachen elementaren Formelausdruck in Abhingigkeit von n € N an. b): 1.25 P.

sinh (ln 1+n2+m3+...+ lnn) = sinh (Z lnj)

Wegen n n j=1
Z Inj = In ( j),
J=1 =

j=1

und sinhx = (ex — 1/63”)/2 gilt

1
(n! — —)
n!

N —

i (35 s) = s (1) = 3 (1~ (110)”) -

j=1 j=1

Zeigen Sie, dass (fiir sinz # 0) der Wert von sin(z + y) n sin(z — y)

unabhdngig von x ist,

sin x sin @
und geben Sie den betreffenden Formelausdruck in Abhingigkeit von y an. c): 0.75 P.
Verwende Additionstheorem fiir sin:
sin(z +y) = sinx cosy + cosrsiny
sin(z —y) = sinx cosy — coszsiny

sin(x + y) + sin(x — y)
sinx

= 2 cosy




e Aufgabe 3.

a)

b)

Sei g: R — R eine gegebene reelle Funktion. —
Was muss fiir g gelten, damit die Reihe Z (9(k+1)—g(k—13)) | konvergiert?

k=0
Geben Sie fiir diesen Fall auch den Wert der Rethe an. a): 1.25 P.
Teleskopreihe:
S (glk+3) — glk— 1)
k=0

Damit die Reihe konvergiert, muss der Wert

0o = lim g(x)

T—00

wohldefiniert und endlich sein.

Sei m € N ein fester Wert. Entscheiden Sie, ob die Reihe Z Q konwvergiert,

n!
ohne zu versuchen, ihren Wert zu berechnen. nem b): 0.75 P.
(n) 1
Der Summand lautet -~ = > 0.
n! ml(n—m)!

Quotientenkriterium:

1
! —m)! 1
mi(n+1—m) = — 0 fiir n— o0
1 n+1l—-—m
m!(n—m)!
= Die Reihe ist konvergent.
Berechnen Sie den Wert der Reihe aus b) . c): 1P.

Ausrechnen (mittels Umformung auf Summe mit Startindex 0):

o0

1 <1 e
Zn'—m'zn— _Ekzy—ﬁ

n=m n=m




e Aufgabe 1.

a)

b)

cos a sin(2 o) — sin’a

Driicken Sie (unter der Annahme sin « # 0) den Wert von

sin ov
als moglichst einfachen Formelausdruck aus, in dem nur sin o vorkommt. a): 0.75 P.
Verwende Additionstheorem fiir sin:
cos a sin(2 a) — sin*a cosa - 2 sina cos o — sin asin «
sin «v B sin «v
= 2 cos’a —sina = 2 — 2 sin®a — sina

Die Gleichung | #* — 132+ 12 =0 | hat offenbar die Lésung =; = 1. Berechnen Sie die beiden

weiteren Losungen. (Alle Losungen sind reell. ‘Erraten’ gilt nicht als Losung!) b): 1P.

Verwende Polynomdivision:

Also: Division durch z — 1 ergibt den Quotienten 22 + 2 — 12 mit Rest 0.
= X =23, r3 = —4.

Geben Sie fiir | sinh (i ln(l/j))
=

einen einfachen elementaren Formelausdruck in Abhéingigkeit von n € N an. c): 1.25 P.

Wegen

Zln(l/j) = —Zlnj = —ln( j),
j=1 j=1 =

j=1

und sinh(—z) = —sinhz = (1/e” — ") /2 gilt

sinh (il ln(l/j)) = sinh ( —In (ﬁ 7)) — % ((ﬁ j>_1 B ﬁ j) _ % (% — n!>

7=1 7j=1 7j=1




e Aufgabe 2.

a)

b)

00 n—1
Sei k € N ein fester Wert. Entscheiden Sie, ob die Reihe Z (k_l) konvergiert,

n+1
ohne zu versuchen, ihren Wert zu berechnen. n=k (kH) a): 0.75 P.
n—1
k(k+1
Der Summand lautet (f‘;ﬁ) =...= w > 0
(k1) n(n+1)
Majorantenkriterium: Offenbar ist
~ k(k+1)
> A
n=k

eine konvergente Majorante. = Die Reihe ist konvergent.

Berechnen Sie den Wert der Reihe aus a) . b): 1.25 P.
Zu berechnen ist k (k + 1) i o k(k+1) i (l S ) (PBZ).
= n (n+1) ~\n n+l

= Teleskopreihe:

= /1 1 1 1 1 1 1 1
R+ (- —=) = k(k+1) (3 - = = )
(+); n ntl R oy S oy S o R s B e
= k+1
Fiir welche k € N konvergiert die Reihe Z n* k™" | 2 (Genaue Begriindung!)
n=1
(Hinweis: /n — 1 fiir n — 00.) c): 1P.
Wurzelkriterium:
’ . k k/n 1/n k 1k 1
Uk k—n — %_nk_(nk)—)?_gﬁirn%oo

= Die Reihe ist konvergent fiir k& > 2.

Sonderfall £ = 1: per Wurzelkriterium nicht entscheidbar. Dieser Fall ist jedoch ganz einfach

direkt entscheidbar: 11-m
nl™"™=mn

= Die Reihe ist divergent fiir k = 1.




e Aufgabe 3.

a)

b)

Wie viele Nullstellen hat die Funktion | f(z)=1—2 (1 +2%) | im Intervall (0,1)?

Hinweis: Versuchen Sie nicht, die Nullstelle(n) zu berechnen.

a): 0.75 P.

o f(z)=1—1x— 2° ist stetig, mit
f(0)=1>0 und f(1)=-1<0.
= f hat mindestens eine Nullstelle in (0, 1).
e f ist durchwegs strikt monoton fallend und somit injektiv.

= f hat genau eine Nullstelle in (0,1).

1'2

1+z

Zeigen Sie, dass die Funktion | f:[0,00) — [0,00), f(z) =2z —

biyjektiv ist.

b): 1P.

f ist stetig, und es gilt
f(0)=0 und lim f(z)= +o0,

T—r00

und daher ist f surjektiv.
Weiters ist f injektiv, weil differenzierbar und strikt monoton wachsend:

r(2+x)  24+2x4a°
(1+2) (14 )

fla) =2~

> 0 fiir alle z € [0, 00)

= f ist bijektiv.

Geben Sie die Umkehrfunktion der Funktion f aus b) an.

¢): 1.25 P.

92 2
Sei y > 0 gegeben. Wir bestimmen z > 0 mit f(z) =y, wobei f(x) = fi v,
x
2x + a?
fl@) =y . =Y

also
P+ 2-y)r—y=0

Die nichtnegative Losung dieser quadratische Gleichung lautet

r = %<y2+\/(2y)—2+4y>

F) = 5 (y-24 VP ) 20 fix y>0

1
2
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