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Aufgaben zu Kapitel 1 und 2
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Aufgabe 2: (%) Beweis einer Summenformel (Induktion)

Aufgabe 3: (%) Teleskopsummen

Aufgabe 4: Noch etwas Formelmanipulation

Aufgabe 5: Mengenoperationen, kartesisches Produkt

Aufgabe 6: Eine weitere Ungleichug

Aufgabe 7: (%) Der Multinomialsatz

Aufgabe 8: (%) Ein Beispiel zu Mengen und kombinatorischen Abbildungen
Aufgabe 9: Unendlicher Durchschnitt

Aufgabe 10: Ein bisschen Populationsdynamik
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Beweisen Sie die Ungleichungen

a) xyﬁ%(5x2+5*1y2), 0>0
b) Ty < 5 2,y>0

c) |z +x2mpl < Vai+as - Vit s

Hinweis zu a): Bringen Sie alles auf eine Seite.

Hinweis zu b), c): Quadrieren geht iiber Studieren.
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(*) Beweisen Sie "

1 n—+1
= fiir all N
;%1—41432 om+ 1 ur alle n € Ny

mittels vollstandiger Induktion.

Anmerkung: Der Induktionsschluss erfordert etwas Rechenarbeit.

Schauen Sie sich auch einige Summenglieder an, um zu ‘verstehen’, wieso die Summe
immer positiv ist.
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(*) Eine Teleskopsumme ist eine Summe der Gestalt

n

Z (ar+1 —ar) = (a1 —ag) + (ag —ay) + ... + (app1 — ap) = api1 — Qo
k=0

(oder &hnlich — eine Summe von Differenzen.)

a) Fortsetzung von Aufgabe 2): Beweisen Sie

z”: 1 n+l
—4k2
14k 2n+1

in direkter Weise, indem Sie diese als Teleskopsumme identifizieren.
D.h., versuchen Sie a; so zu bestimmen dass fiir alle k£ die Identitat

1
1 — 4k?

Ap+1 — Ak =

gilt.

b) Analog wie a), fiir die geometrische Summe
d o db (g#1)
k=0

Anmerkung: Die Bestimmung der a; ist nicht ganz straightforward — man muss ein
wenig herumprobieren.

Wissen Sie, was eine Partialbruchzerlegung ist? (In VO: spéter.) Das hilft fiir a);
ansonsten ist das etwa miihsam.
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Zeigen Sie:
(1+\/§)n—|—(1—\/§)n€N fiir alle n € N

Anmerkung:  Dies funktioniert am besten mittels direkter Vereinfachung (ohne
Induktion). Wie wird man wohl mit ( 1++/3 )n umgehen?
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a) Sei A eine nichtleere Menge. Wie sieht A x { } aus?
b) Seien A und B beliebige Mengen. Zeigen Sie

(AUB)? = AU (Ax B) U (Bx A)U B?
c) Unter welcher Bedingung an A und B gilt Ax B=B x A?

d) Falls A und B disjunkte Mengen sind, d.h. falls sie kein gemeinsames Element
haben (AN B = {}), schreibt man fiir die Vereinigungsmenge manchmal auch
AUB =: A+ B. Zeigen Sie fiir diesen Fall

(AUB)? = A2+ (Ax B)+ (B x A) + B?

als Spezialfall von b), d.h., zu zeigen ist dass tatséchlich alle vier rechts auf-
tretenden kartesischen Produkte paarweise disjunkt sind.

Visualisieren Sie dies in geeigneter Weise anhand zweier einfacher Mengen.
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a) Sei ¢ > 1 eine reelle Zahl. Beweisen Sie mittels vollstédndiger Induktion:

¢">1+n(q—1) fir allen € Ny

b) Beweisen Sie die Aussage aus a) direkt mit Hilfe eines aus der Vorlesung be-
kannten Satzes.

Hinweis: Setzen Sie ¢ =1+ § (mit § > 0).
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() Eine Verallgemeinerung des Binomischen Lehrsatzes ist der Multinomialsatz:.
Fiir alle m,n € N gilt

(a1+...+am)n —

n ki ko i _ n n!
a;” Qo - a, mit =
2 (klk:m> b2 " <k1km> kil e k!

ke ki =1

~
Multinomialkoeflizient

Dabei ist die Summe

2

kit kn=n

so zu verstehen, dass alle moglichen geordneten ‘Tupel’ (Multi-Indizes) (kq, ..., kn)
mit k; € {0,1,...,n} beriicksichtigt werden, deren Summe kj + - - - + k,,, gleich n ist.

a) Zeigen Sie, dass sich fiir m = 2 genau der Binomische Lehrsatz ergibt.

b) Tabellieren Sie fiir den Fall m = 3 die Multinomialkoeffizienten zu n = 1,2, 3.
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Seien M, N Mengen bestehend aus m bzw. n Elementen, wobei n > m. Weiters sei
f: N — M eine Abbildung.

a) Zeigen Sie: Fiir jede derartige Abbildung f gibt es zwei verschiedene ny,no € N
mit f(nl) = f(ng)

Wie haben wir eine derartige Eigenschaft einer Abbildung bezeichnet?

b) Die Eigenschaft a) ist elementar und sehr einfach und kann trotzdem sehr
niitzlich sein.

Beispiel: Beweisen Sie:

In einem Seminar mit n > 2 Teilnehmern gibt es zwei Teilnehmer, die mit einer
gleichen Anzahl von Teilnehmern befreundet sind.

Hinweis: Identifizieren Sie N, M und f. Jeder kann zwischen 0 und n—1 Freunde
haben. Wichtig ist hier: ‘Befreundet’ ist eine symmetrische Relation, d.h. A ist
mit B befreundet genau dann wenn B mit A befreundet ist.)
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Beweisen Sie in formal sauberer Weise:
1
N (o) =0
neN

(Notation: (a,b) :={z € R: a <z < b}.)
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a)

b)

d)

Fiir eine Population p,, n =0,1,2,... gelte

Ppel = WP, n=0,1,2,...
wobei der Anfangswert py > 0 vorgegeben ist. Dabei sei w > 1 eine gegebene
Wachstumsrate; die n = 0, 1,2, ... entsprechen diskreten Zeitpunkten.
Geben Sie fiir p, in Abhéingigkeit von n einen expliziten Formelausdruck an.
(Eigentlich ist das ein Induktionsargument, allerdings ein sehr einfaches.)
Sei p, eine weitere Population, charakterisiert durch p, 1 = wp, mit w > w
und gegebenem py > 0.
Zeigen Sie: FEgal wie klein py auch im Vergleich zu py ist, fiir hinreichend
grof$e n wird gelten p, > p,. Wie verhalt sich p,,/p, konkret fiir n — oo ?

Sei w = 2. Zeigen Sie:

n—1

Zpk < p, firallenéeN
k=0

Ist die Aussage aus c) auch richtig fiir 1 < w < 27?7 (Begriindung!)

Hinweis: Leiten Sie eine Ungleichung der Gestalt w" < ... her, die fiir alle n
gelten muss, damit die Aussage richtig ist.




