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Berechnen Sie die Ableitungen folgender Funktionen:

a) [1] (x+é)2, v 40 o) [L m(e:;l), £>0
b) L cos(z?)cos’r, z €R 1 n
) L] (%) € d) [L] ) (k,n € N)

(In d) ist g irgendeine gegebene differenzierbare Funktion. )

D ) 22l )03 () (-3

2 (1 1)
= T —_ —
x4

by 4 (cos(x?) cos®z) = 4 (cos(z?)) cos®z + cos(z?) a4 (cos® z)

dx dzx dx

— —sin(2?) 2z cos’x + cos(2?) 2 cosx (— sin )

2

— —21 sin(z?) cos®  — 2 cos(x?) sin x cos &

° () = s a5
et e’ —e¥(e" — 1)

et —1 e’ er
et —et+1 1
et —1 et —1
_ e’ —1
Bzw. einfacher (!) aus ln< ) =In(e*—1)—x
el’

d) d 1 d —
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a) [L] Leiten Sie die Produktregel
(f9)" = f'g+fg
aus der Kettenregel her.
Hinweis: Betrachten Sie (f + ¢)>.

b) [L] Gegeben sei eine differenzierbare Funktion y = f(z). Wir skalieren nun
auf der x-Achse und auf der y-Achse um:

r=afl, y=bn (a,b+#0),
und betrachten die entsprechend umskalierte Funktion
n=g9(&) = b fla7'¢

Driicken Sie die Ableitungsfunktion & +— ¢'(§) = fl—g mittels der Ableitungs-

funktion [’ aus.

a) Seien f und g differenzierbar. Wir gehen aus von ‘Binomi’ (n = 2):
(f+9) = fP+2fg+¢,

und leiten links und rechts mit Hilfe der Kettenregel ab

(wobei wir die Produktregel natiirlich nicht verwenden):
(f+97) = (fP+2f9+7")
2(f+9)(f' +4d) = 2ff +2(f9) +2¢
ff+af +fgd+gd = ff+(f9) +99
fla+fg = (fg)

b) Verwende Homogenitét der Ableitung + Kettenregel:
§(&) = L0 €) = b L(fla ) = b a flate)
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Wir betrachten das Polynom 3. Grades,
pr)y=a3+22+x—1
a) [L] Zeigen Sie: p: R — R ist bijektiv.
b) [L] Konnen Sie die Umkehrfunktion p~1(y) angeben?
c) [L] Wegen p(0) = —1 und p(1) = 2 liegt die eindeutige Nullstelle von p im
Intervall [0, 1].

Zur numerischen Nullstellensuche verwenden wir das neheliegende Bisektions-
verfahren (iiberlegen Sie, warum das funktioniert):

Sei [ stetig und strikt monoton wachsend,' und [a,b] ein Intervall mit f(a) < 0
und f(b) > 0. Der Algorithmus:

Initialisierung: Setze |l :=a, r :=b.
(i) Berechne x:= (I+1)/2

(ii) Falls f(x) =0: Volltreffer! — stop (unwahrscheinlicher Fall)
Falls f(z) <0, setze l .=z
Falls f(x) >0, setzer :=x

(111) Wiederhole (i)+(ii) bis r — < e (hinreichend klein) (oder f(zq) =0).
Dann ist = die gesuchte Naherung fiir die Nullstelle.

Bestimmen Sie die Nullstelle von p(z) am Rechner mittels Bisektion.

Anmerkung: Bisektion konvergiert laut Konstruktion fiir monotone Funktionen
garantiert; das Newton-Verfahren konvergiert jedoch wesentlich schneller (aber
nur fiir hinreichend genauen Startwert).

a) p is strikt monoton wachsend und somit injektiv auf ganz R, da
p(r) = 32° 422+ 1
keine reellen Nullstellen besitzt; es gilt p'(x) > 0 fiir alle z € R wegen
P(0)=1>0.

Weiters gilt
lim p(x) = £oo,

T —>+00

d.h. p ist auch surjektiv. v

L Analog falls f stetig und strikt monoton fallend.
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b) Na ja, mit Computerunterstiitzung;

1 1
py) = & (136 + 108y +12¢/81y2 + 204y + 132)

=

4 B
-3 (136 + 108y + 124/81y2 + 204y + 132) 3 —

W | —

c) Verlauf der Iteration:

1 | r | x

0.000000 | 1.000000 | 0.500000
0.500000 | 1.000000 | 0.750000
0.500000 | 0.750000 | 0.625000
0.500000 | 0.625000 | 0.562500
0.000000 | 0.562500 | 0.531250
0.531250 | 0.562500 | 0.546875
0.531250 | 0.546875 | 0.539062
0.539062 | 0.546875 | 0.542968
0.542968 | 0.546875 | 0.544921
0.542968 | 0.544921 | 0.543945
0.542968 | 0.543945 | 0.543457
0.543457 | 0.543945 | 0.543701
0.543457 | 0.543701 | 0.543579

Exakter Wert: z = p~1(0) ~ 0.543689.

2
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a) [L] Bestimmen Sie ¢ € R so, dass die Gerade g(x) = cx den Graphen der
Funktion f(z) = Inz an der Stelle x = £ > 0 beriihrt, und geben Sie die
Stelle ¢ an.

b) [L] Gegeben sei die Funktion f(z) = 72 el

Fiir welches n € N ist f auf ganz R £ mal stetig differenzierbar fiir alle £ < n?
Untersuchen Sie fiir dieses n auch das Verhalten von f+1).

a) Zwei Gleichungen fiir ¢, &:

F6) = g6) & Ing = ct,
FE) =g e % .
~ 1
cE =1, mE=1 = &-e -

(=]
—_
\S]
w |
ESN
W
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b) Mit (a2e, <0,
flz) = {0, r =0,
\ z?e’, x>0

= f stetig (auch an x = 0).

Weiters:

) = { 2z —a%)e®, x <0,

2z +2%)e”, x>0

= f'(x) stetig fortsetzbar an z = 0, mit f/(0) = 0.,

Weiters:

ZB2—45L"|‘2 6—557 T < 07
f(x) = | |
(552—|-4x—|—2)ex, x>0
= f"(z) stetig fortsetzbar an = = 0, mit f"(0) =2

Weiters:

30

() — —(2? —6x+6)e ", x <0,
(2> +6x+6)e”, x>0

= f"(x) unstetig an x = 0,

mit f(0—) = —6, f(0+) = 6.
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(*) Die binére double - Gleitpunktarithemetik eines handelsiiblichen Computers ent-
spricht einer relativen Genauigkeit von ca. 16 Dezimalstellen. Ist = € R (nicht allzu
klein, nicht allzu grof}) und & die néchstgelegene Gleitpunktzahl, so gilt daher fiir
den relativen Approximationsfehler (Rundungsfehler) 2

< e~ 10 bzw. T=a(1+¢).

X

Will man nun eine Funktion f(x) auswerten,® so ‘sieht’ der Computer nur den ge-
rundeten Wert & und wertet f(Z) aus.

e Sei f =exp. Wie grofl darf x > 0 maximal sein, so dass bei exakter Auswertung

von exp(Z) wenigstens die halbe Anzahl der Dezimalstellen im Ergebnis richtig sind,
d.h.

exp(Z) —exp(a) | _
exp() B
Welche Folgerung ziehen Sie aus Ihrer Antwort fiir die rechnerische Praxis?

~ 108 - ?

Hinweis: Argumentieren Sie mit der Ableitung der Exponentialfunktion (der relative
Datenfehler ¢ ist sehr klein).

Anmerkung: Im Extremfall, ndmlich falls die Auswertung von f(Z) von f(x) si-
gnifikant abweicht (z.B. derart, dass alle 16 Dezimalziffern von f(x) und f(Z) un-
terschiedlich sind), ist die Auswertung eigentlich sinnlos: Man sieht nur Zufalls-
zahlen, weil die Rundung ein zufilliger Prozess ist. Man spricht dann von einem
‘schlecht konditionierten’” Problem: extreme Empfindlichkeit des Funktionswertes
auf verfdlschte Daten.

Allgemein gilt fiir kleine Stérungen Az :
fla+An)— f(z) = Af(@) ~ [(@) - Aa
mit dem (absoluten) Verstarkungsfaktor (‘Konditionszahl’) f'(x),

Weiters fir f(z) #0:
Af(x)  xfl(z) Az

~~ *

f(z) (x) @

mit dem (relativen) Verstiarkungsfaktor (‘Konditionszahl’)

2Nur in dem Sonderfall, dass  am Rechner exakt darstellbar ist, gilt € = 0.

3 Im Allgemeinen wird auch die Funktion f am Rechner approximiert, f &~ f. Den zusitzlichen Auswertefehler

f — f vernachléssigen wir hier, er ist auch fiir die vorliegende Fragestellung weitgehend irrelevant.
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Fir f(x) =exp(z) =e":
z ['(z)
fla) = e -
o )
= Die Auswertung von e ist fiir grofiere Werte z > 0

— ‘sehr schlecht konditioniert’ (d.h. sehr fehlerempfindlich) bzgl. der ab-
soluten Fehlerfortpflanzung

(der Verstiarkungsfaktor steigt exponentiell mit z);

— ‘méflig schlecht konditioniert’ bzgl. der relativen Fehlerforpflanzuung

(der Verstarkungsfaktor steigt nur linear mit z).

e Nun laut Angabe:

Wir tolerieren im relativen Fehler des Ergebnisses exp(z) einen Verlust von
maximal 8 Dezimalstellen. Das ist etwa ab

z f'(z)
f(z)

verletzt. Dies ist jedoch irrelevant, denn

-z > 10°

eXp(108) =~ 10 40000000
ist absurd grof.

Anmerkung:

Der in double darstellbare Bereich von Werten e? ist ca. [—103%, +103%] .
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(*)

a) [L] Sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar, mit
fl(a) =0, und f'(x) #0, z>a

Zeigen Sie: f st injektiv.

b) [L] Wir betrachten die von einem Parameter v > 0 abhéngige Funktion
f:0,7] — R, f(z) =vyx+cosz

Fiir welche Werte von v ist f injektiv?

Im Weiteren betrachten wir die unter b) als injektiv diagnostizierten Falle.
Dann ist f, aufgefasst als Funktion f: [0, 7] — f([0, 7]), bijektiv.

c) [L] Fiir welche Werte von  ist die Umkehrfunktion f~1 durchwegs differenzier-
bar? Was passiert in den Fallen, wo dies nicht zutrifft?

d) [L] Fiir welche Werte von 7 kénnen Sie die Umkehrfunktion explizit als Formel-
ausdruck angeben?

Skizzieren Sie einige charakteristische Fille.

a) Lt. Vor. ist f strikt monoton (wachsend oder fallend) auf (a, b].

Wir zeigen: f ist strikt monoton auch auf [a,b|:

— Seixz > 0 und £ € (a,x). Dann gilt (Folgerung aus dem MWS):
flx) > f(&) = fla)  Dbaw. fz) < f(§) < fla)

= strikte Monotonie auf [a,b]. v

(Analoge Aussage fiir f/(b) = 0.)

b) Wir iiberpriifen die Monotonie von f: Mit
f'(r) = v—sinzx >0
und sin([0, 7]) = [0, 1] gilt

/ <0, v<0
f(x) , firalle z €0,7].
>0, v>1

In diesen Fallen liegt strikte Monotonie, also Injektivitét vor.
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Fiir v € (0,1) wechselt f" das Vorzeichen, f ist also nicht injektiv.
Zwei Grenzfille (verwende a) :

(i) v=0: f(z)=—sinz mit f'(0) = f'(7) =0, ansonsten < 0
(i) v=1: fl(z)=1—sinz, mit f'(5)=0, ansonsten > 0

— ad (i): f(x) = cosx ist strikt monoton wachsend auf (0, 7) und
daher auch auf [0, 7]. Injektiv.

— ad (i) f(x) = v + cosz ist strikt monoton wachsend auf [0, 7)
und auf (%, 7| und daher auch auf [0, 7]. Injektiv.

35

Die beiden Grenzfille:

05

0

-05
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c)

Umkehrfunktion f~!(y):

— v < 0,9 > 1: flist differenzierbar, mit (f_l)/(y) =1/f(fYy))
— Grenzfall v = 0: nicht differenzierbar an y = —1 und y = 1

— Grenzfall v = 1: nicht differenzierbar an y = 7

‘Nicht differenzierbar’ bedeutet hier: Der Graph von f~! hat eine
senkrechte Tangente.

d)

Fiir v = 0 ist
fy) = arccosy

In allen anderen Féllen lésst sich die Losung y der Gleichung

YT+ cosr = Y

nicht explizit ausdriicken, auch nicht mittels arccos.

Auswertung der Umkehrfunktion an einer Stelle y erfordert numeri-
sche Gleichungslosung (z.B. mittels des Newton-Verfahrens).
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Beweisen Sie mit Hilfe des MWS der Differentialrechnung das Ungleichungspaar

< In(l4+2z) < x firalle >0
1+

— Betrachte
fla) = Wl ta) = —. f(0)=0
1 1
f(x) = =T S0 Va>0

I+z (1+2° (1+2)
= Fiir alle > 0 gilt nach dem MWS, mit £ € (0, ):

flz) = flz) = f(0) = f(Ez—0) >0
— Analog fiir zweite Ungleichung: Betrachte

glz) = z —In(1+x), ¢g(0)=0

1 €T
! — 1 — = >0 Vx>0
J(x) o7~ 112 T

= Fiir alle > 0 gilt nach dem MWS, mit & € (0, x)
g(z) = g(z) —g(0) = g'(§)(z-0) >0 v

11

0.8

0.6

0.4

0.2

X
x+1

In(x + 1)

X
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Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte.

"—1
a) (L] flx) = a; — " € N (stetige Fortsetzung an x = 1)

_logy(1 + ) —logy(1 — )

b) [L] f(z) (stetige Fortsetzung an = = 0)
T
14 2)3 — (141
+)3 — (141
c) [L] f(z) = 1+2) 2( 3 %) (stetige Fortsetzung an = = 0)
x
1 1 :
d) [L] flz)=—-— : (stetige Fortsetzung an x = 0)
€T ellf —

a) Mit de 'Hopital (0/0):

" —1 ol
lim = lim = n
r—1 1 — 1 xr—1 1
Direkter: Mit f(x) = 2" gilt
xhgll r—1 do f(z) A -t v

b) Mit de I'Hépital (0/0):

In(l4+z)  In(l-z)

logy(1 4 x) — logy(1 — x)

lim = Jim —22 In2
x—0 T r—0 €T
oy 1
1112 r—0 1
2
_ b lim =22 — .

In2z—0 1 In 2
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c) Zweimal de I'Hopital (0/0):
1

(e — (141l iyl
lim 5 = lim
z—0 x z—0 2x
21 4a)P 1
= lim = — -
x—0 2 9
Alternative: Taylor-Entwicklung (spéter)
1
(14 z)3 — (1+%x)
72
141142 3N — (1 +1
_ (+3x 5T +O(z?)) (+3w)_>_l /
x? 9
d) Zweimal de I'Hospital (0/0):
1 1 et —1—x
lim — — = lim
c0xr et —1 r—0 x (e* — 1)
T—1
= lim ‘

m—>0(1—|—$)6x—1
_ e’ 1
= lim —— = —

r—=0(24x)e* 2
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(%) Sei f n-mal differenzierbar und ¢ = const.

Geben Sie Formeln fiir die folgenden hoheren Ableitungen an (n € N).

a) [L] %f(cx) c) [L] % Inz, x>0
b) (L (wf () QL e

Gehen Sie bei b) und d) jeweils
(i) sowohl direkt,

(ii) als auch unter Verwendung der Leibniz-Regel

VOr.

a) Kettenregel n-mal anwenden (offensichtliche Induktion):

d" dn—l ) dn—2

g flcx) = € f'(cx) =c g fllex) =...= & f(cx)
b) (i) Firn=1,2,3,...:
< (2f(@) = f@)+ 27
@l @) = ['@) + ) +of ()
L @f@) = f'@)+ @)+ @) + 2

Offenbar gilt allgemein:

@ f(a) = 0 @) + 2 1O )

Streng formaler Beweis mittels Induktion n — n+1: —
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dn+1 d d" IND i

@ f@) = o (@ f@) = (n f () + 2 (@)

= n f" () + [P 2) 42 V(@) v

(ii) Leibniz:

c) Firn=1,2,3 ...

d +1

— Inx = +—

dx €T

d? 1
a2 T T e
43 1.2
as M T
d41 1-2-3
— Inz = —

dx? xl

Allgemein mittels eines offensichtlichen Induktionsargumentes:

d" o n—1 <TL B 1)‘
& Ina) = (-1

xn
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d) (i) Firn=1,2,3,...

da:(x e’) = 2xe” +2’e
= 2z +2%)e"
02
@(azze“@) = 2+22)e" + 2x+ e
= 2+4x+2%)e"
dd—;(a:%x) = (4+2z)e" + (2+4z+2%)e"
(6 4+ 6z +2%) e

ein klein wenig tricky ...

(ii) Machen wir mal Leibniz:

e = > (1) e

—1
= (x2+n 2x+b-2>ex
= (nn—l +2n:c+x)

ad (i): (als Ubung)

Induktionschluss mit Ergebnis aus ‘Leibniz’:

dm”+1($6) @daz”(xe) T dx
= 2n+22)e"+ (n(n—1)+2nz+2%) €’

= (Q4+n—Dn+2n+1l)z+27)e" v

(n(n—1)+2nz+2°)€"
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(¥) Im Marchfeld steht ein Turm der Hohe A = 10 m. Aus 10m Hohe blicken wir in
irdendeine Richtung (bei besten Sichtverhéltnissen).

— Identifizieren Sie den Horizont, d.h. die Stelle auf der Erdoberfliache,
die man gerade noch sehen kann.

— Wie weit ist diese Stelle von der Turmspitze entfernt? (Sichtweite)

(Die Erde wird als Kugel mit Radius R = 6300 km angenommen.)

Anmerkung: Diese Aufgabe kann man mittels elementarer Trigonometrie 16sen. Sie
sollen jedoch Differentialrechnung verwenden; dies ist allgemeiner anwendbar, z.B.
auch dann, wenn die Erde nicht als Kugel, sondern als komplizierteres geometrisches
Objekt beschrieben wird.

Wir betrachten eine vertikale Schnittebene und beschreiben die Erdober-
flache als Kreis um den Ursprung in dieser Ebene.

A
h

NN WS
ot

RZ — xzy,..« ™

Den Turm der Hohe A platzieren wir an der Stelle (0, R). Der obere Halb-
kreis entspricht dem Graphen der Funktion

fi[-R,R| =R, f(z)=VR —a

Die Tangente T'(z; xy) an diesen Graphen an einer Stelle xy € [— R, R] ist
gegeben durch

T(x;m0) = f(zo) + f'(20) (2 — 20)

)

= \/R? — a3 — = (2 — o)

2 _
R* — xj

Gesucht ist xg, so dass fir die Tangente T'(x; xo) gilt: T'(0;xg) = R+h.
—
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Daraus erhalten wir fiir g die Bedingung

R+h = /R*— a3 — (0 — )
R? — 22
2
= JR?— a2 + Lo
/ R? —
Weiter: o
(R+h)? = RP+aj + —5——
¥ R? — 13

(R+h)*(R*—a3) = R' —xy+a5 = R

- wQ:R2—i:i((R+h)Q—R2)
! (R+h)2  (R+h)?
Mit R = 6300km und h = 0.01km  ~~
R
T Rth

Die Sichtweite (Pythagoras; ohne Kenntnis von xy direkt bestimmbar)

(R+h)?>— R? ~ 11.22496 km

L = +/(R+h)?—-R? ~ 11.22498km

Es gilt L ~ zy wegen h < R.




