ANALYSIS I FUR TPH WS 2017/18
3. Ubung Ubersicht

Aufgaben zu Kapitel 5 und 6

Aufgabe 1: Konvergenz von Reihen I

Aufgabe 2: Konvergenz von Reihen II

Aufgabe 3: Konvergenz von Reihen III

Aufgabe 4: (%) Berechnung der Werte einiger Reihen

Aufgabe 5: Konvergenzgeschwindigkeit von Reihen

Aufgabe 6: Turmbau zu Babel

Aufgabe 7: (%) Konvergenz von Reihen, IV

Aufgabe 8: (%) Stetige Fortsetzbarkeit

Aufgabe 9: (%) Eine asymptotische Approximation fiir x — oo

Aufgabe 10: Folgen von Funktionen




ANALYSIS I FUR TPH WS 2017/18
3. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 1/1

o0
Diagnostizieren Sie Konvergenz bzw. Divergenz der Reihen  a,:

1 "
a) [L] a,= 1+ n2 d) [L] a,= (1 - %)
_ (n!)?
b) [L] a,= (2n)! e) [L] a,=(-1)"1-c"), 0<ec<l1
1 n
) L] an= (1 N ;) f) L]  an=(-1)"(Vn+1-+n)

a) Divergent: Harmonische Reihe ist divergente Minorante:

1 S 1 1 1 ni>>oo

Vitnz T Vn2inz W2 n

a, —

b) Quotientenkriterium:

((n+1)?
i1 (2n+2) ((n+1)H)*(2n)! (n+1)?
a, () (2n+2)! ()2 (2n+2)(2n+1)
(2n)!
(n—|—1) n—soco 1 .
= m — 1 <1 = konvergent

c) Divergent: Die Summanden bilden keine Nullfolge

(das wire notwendige Bedingung fiir Konvergenz) :

( 1)”%001
a, = (1—=) "= =
n e
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3. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 1/2
d) Wurzelkriterium:
n2 n? %
n 1 1
Va, = 1—— = 1 ——
n n
1\" noee 1
= (1—— — - <1 = konvergent
n €

e)

Divergent: Die Summanden bilden keine Nullfolge

(das wire notwendige Bedingung fiir Konvergenz) :
a, = (=1)" — (=1)"¢"
(=" = (=1)"¢c
— 0

Die Folge (a,,) ist divergent, mit den zwei Haufungspunkten +1.

f)

Alternierende Reihe. Leibniz Kriterium:

(i) |an| ist eine Nullfolge:

1 n—o0
anp| = vVn+1—+/n = — 0 Vv
1] v vn+144/n

(ii) |a,| ist monoton fallend:
1

A, 1| =
an] Vnt2+vn+1

(Sogar strikt monoton fallend, dies ist jedoch kein Erfordernis beim

< la,| v

Leibniz-Kriterium. )

Die Reihe ist bedingt konvergent.
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a) [L] Entscheiden Sie, fiir welche Werte ¢ > 0 die Reihe konvergiert:

> (%)

n=1
b) [L] Wie a), jedoch mit n! ersetzt durch die Approximation (fiir grofie n)

n! ~ S, :=v2mn (E>n

(&

Diese heifit Stirling’sche Formel. Man kann zeigen, dass gilt

.S
M = <S>
c) [L] Ist ;n! (%)n konvergent? (Beachte (S).)
a) Quotientenkriterium:
n+1 n+1
An+1 (n+1)'(n—ci-1> _ 1 (%‘H>
- | ()" = C (n + )W
n n! (3) ()

n \" 1 1 n+1n_>ooc
—c| —— =c—— |1l ——— — -
n+1 1] — — n+1 e

c < e: konvergent
c > e: divergent

¢ = e: nicht entscheidbar

) o= V() (O) = V()

Wurzelkriterium:
C n n—oo C
a, = — 2 — -
€ N—— €
— 1
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3. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 2/2

c < e: konvergent
c > e: divergent

¢ = e: (unabhingig von Wurzelkriterium:) divergent,
da sogar a, = v/2mn divergent.

c) Dieser Fall wurde unter a) nicht entschieden (¢ = e). Mit (S) gilt

e\ n! e\
o= 3 8 -
n i n
~
— 1 = /271N

= Die Reihe ist divergent.
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3. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 3/1

a) [L] Entscheiden Sie, ob die Reihe konvergiert:

> (i )

n=

—_

b) [L] Entscheiden Sie, ob die Reihe bedingt bzw. absolut konvergiert:

> (53

n=1

c) [L] Esseia, >0 fir alle n € N, und es gelte lim na, =c¢ > 0.

n—oo

0
Entscheiden Sie, ob ) a, konvergiert.

n=1

Hinweis: Man denke an die harmonische Reihe.
d) [L] Es seia, > 0 fiir alle n € N, und die Folge (n”a,,) sei konvergent.

0
Entscheiden Sie, ob ) a, konvergiert.

n=1

a) Minorantenkriterium: Fiir n > 2 gilt # < % =N

divergente Minorante

b) Die Reihe ist (bedingt) konvergent als Summe zweier konvergenter

Reihen:

Die Reihe ist jedoch nicht absolut konvergent: Die Harmonische Reihe
ist eine divergente Minorante fiir die Reihe der Absolutbetrige.
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3. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 3/2

c) Laut Voraussetzung iiber die Folge (na,) gilt (wihle e = )

INeN:Vn>N: na, > g )

(0. ¢]

Zan: Z nan)ZEZ%:oo

n= N n=N
Divergent: Harmomsche Reihe ergibt divergente Minorante.

d) Laut Voraussetzung ist die Folge (n” a,,) konvergent, daher beschriinkt,
n’a, < C firallen € N

:> (0. @) 0. @)
Zan Z%nan <C’Z—<oo

n=1 n=1

Konvergent: ) n—12 ergibt konvergente Majorante.
n
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3. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 4/1

(*) Berechnen Sie die Werte der folgenden Reihen:

S I LD SISO VR D

In b), ¢) wird nur iiber gerade bzw. ungerade Indizes summiert.

Beachten Sie die aus der Vorlesung bekannte Identitét Z — =—.
n=123,...

a) Teleskopreihe:
“Vntl — n = vVntl — n =/ 1 1
) -2 ()

n’+n

konvergent, da ﬁ konvergiert (gegen 0).

n=1

b) Umformen (n = 2k):

=1 1 1 1 1 1= 1 e
2 T itntE T Tl 1w

c) Ergebnis von b) = Differenz zweier konvergenter Reihen:

00 00 00
1 Z 1 Z 1 w2 2 2
n:1,3,5,...n n:1,2,3,...n n:2,4,6,...n 0 8

Formal préziser ausgedriickt:

o0 00
1 L, n ungerade
i a Y
2 1y n O d
n=135.."  n=l , n gerade
o0 00
1 0, n ungerade
Z 2 E : by b =19 1 d
S A — -3, n gerade

Beide Reihen konvergieren, und es gilt (Rechenregel fiir konv. Reihen)

Z% = (an+by) = an+ ) by ¥
n=1 n=1 n=1 n=1
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3. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 5/1

Schreiben Sie die folgenden Reihen in ) - Notation an und weisen Sie ihre Konver-

genz nach. (Die Reihenwerte sind jeweils angegeben, der Beweis ihrer Giiltigkeit ist
hier jedoch kein Thema).

Wie viele Terme muss man jeweils aufsummieren, damit der der Fehler, d.h., der
Reihenrest kleiner als 6 = 107° ist?

a) [L] 11 1

=, = 2
5 7 4

|- — 5 T
4 9 16 12

c) [L] Testen Sie a) und b) am Rechner.

a) Die alternierende Reihe

1 1 1 = (=1)*
l— -4 -——4... =

erfiillt die Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums und ist somit kon-
vergent. Fiir den Reihenrest gilt

R, <
R < 5

(n+1)+1

Die Reihe konvergiert sehr langsam: Die Anzahl n der erforderlichen
Summanden ist invers proportional zur erwiinschten Genauigkeit 9.

Fiir § ~ 107 sind ca. 50, 000 Terme erforderlich.

b)

Die alternierende Reihe
1 1 1 0 (_1)k7+1

4-|—9 16—|—... = —kz
k=1

erfiillt ebenfalls die Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums und ist
somit konvergent. Fiir den Reihenrest gilt
1

R,| <
[l < (n+1)?
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WS 2017/18
Aufgabe 5/2

Die Reihe konvergiert schneller als die Reihe unter a): Die Anzahl n
der erforderlichen Summanden ist invers proportional zu v/¢.

Fiir § &~ 107 sind ca. v 10° ~ 300 Terme erforderlich.

c)

Konvergenzverlauf zu a) (links) und b)

. 0.867

(rechts) firmn =1...100:

0841 0841

0.82

L]
L]
.
————— R
0.784 —
L]
L]
sael 078
L]
L
0.741 761

Equmn

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Der Turm von Babylon werde durch Aufeinanderstapeln von Wiirfeln mit Kanten-
lénge % Meter nachgebaut, wobein = 1,2,3,... — oo. Die Bodenfldche des (n+1) -
ten Wiirfels wird dabei auf die Mitte der Dachflache des n-ten Wiirfels gesetzt.

a) [L] Wie hoch wird der Turm?
b) [L] Kann der Turm mit endlich viel Farbe angestrichen werden?

c) [L] Kommen die Baumeister mit endlich viel Beton aus, wenn jeder Wiirfel
komplett aus Beton besteht?

d) [L] Angenommen, es werden nur Wiirfel mit ungerader (oder gerader) Kanten-
lénge iibereinander gestapelt. Wie hoch wird der Turm?

(Uber die Bauzeit spekulieren wir hier nicht ... )

a) Hohe H des Turmes = Summe der Hohen der einzelnen Wiirfel :

1 1 1 >~ 1
H=14+-4-4-4.. . = g
totgtt Z;n 50

(divergente Harmonische Reihe).

b) Die benétigte Farbe entspricht der Mantelfliche M des Turmes.

Es gilt © 6

Endlich viel Farbe reicht aus.

c) Das Volumen V' des Turmes betrégt

(0. 9]

V:Z%<oo
n=1

Endlich viel Beton reicht aus.

d) Wir schétzen nach unten ab (Minorantenkriterium):
1 1 1 1 I 1 1 1 1( I 1 1 )
= 00

ST R H I S S Il R R R I
oot > oottt S (g3t

[]
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(%) Sei (ay,) eine Folge positiver reeller Zahlen.
a) [L] Zeigen Sie: Falls Y a, konvergiert, dann konvergiert auch >_ a?.

n=1 n=1
b) |L| Es gelte
) L] & Qi1 < a% fir alle n e N

Was muss man iiber die Folge (a,,) zusétzlich voraussetzen, damit die Reihe

> a, sicher konvergiert?

n=1
c) [L] Ist es moglich, dass Z ni1 konvergiert?
n=1 n

Falls ja, geben Sie ein Beispiel dafiir an.

Hinweis: Denken Sie an eine geeignet gewéhlte Nullfolge.

o0
a) > a, konvergent
n=1

= (a,) ist eine Nullfolge

= esgibtein N € Nsodass a, <1firallen >N

= o0 %0
Z a, ist konvergente Majorante fiir Z ai v
n=N n=N

b) Verwende Quotientenkriterium. Laut Annahme gilt

Ap+1 S a,
Qn
= Falls zusatzlich gilt lim a, < 1, dannist Z a, konvergent. v

n—0oo n=1

c) ImFalllim, . a, > 0ist diese Frage mittels des Quotientenkriteriums
nicht entscheidbar.

Die Reihe konvergiert jedoch, falls die a, hinreichend schnell, z.B.
‘super-exponentiell” gegen 0 abklingen.
Beispiel' ay, = q_”2 mit g > 1 ~

n+1 1

Z an+1 q _ Z q—2n 1 _

— q(¢>—1)

konvergent v’
[]
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() Fiir gegebene m,n € N sei

" —1

flz) = (x>0, z#1)

" —1

Ist f an der Stelle x = 1 stetig fortsetzbar? Falls ja, wie lautet der Wert von lin} f(x)
T—
in Abhéngigkeit von m und n?

Hinweis: Geometrische Summenformel. Argumentieren Sie prdzise!

Fir o # 1: " m—1
. 1 " —1 zxk
f(CC)::U - r—1 k=0
x — 1 " —1

T
r—1 =

= (Rechenregeln fiir Grenzwerte, zweimal angewendet !)

m—1 . m—1 . mz—l . mz—l
T lim T lim 1
lim f(z) = lim l;) _ l;) _ k0t k0 M
r—1 o r—1 n—1 o n—1 -1 -1 o n
> ak lim > a* > lim ¥ o1
k=0 =120 =0 &1 k=0

Von lechts nach rinks gelesen: Alle Grenzwerte existieren ~-

f ist an der Stelle x = 1 stetig fortsetzbar, mit f(1) =m/n.
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(*) Gegeben seien a,b,c € R mit a > 0.
Gesucht: a > 0 und § € R, so dass fiir

f(x) :\\/ax2+bx+cj—£a$+5l
00 s

it
&1 lim f(z) = 0

T—00

Dann ist die lineare Funktion axz+( eine ‘asymptotische Approximation’ der Funk-
tion vaz? +bx + ¢ fir . — oo.

a) [L] Zeigen Sie: Es gibt ein M, so dass f auf (M, oco) wohldefiniert ist. Wie
lautet das kleinstmogliche M 7

Hinweis: Fallunterscheidung (Diskriminante).

b) [L] Bestimmen Sie die gesuchten Parameter ov und 8. Welches Vorzeichen hat
dann f(z) fiir sehr grofle 7 Gibt es einen speziellen Sonderfall?

Hinweis: Formen Sie f(x) in Bruchdarstellung mit wurzelfreiem Zéhler um.

a) q(z):=ax?+bx+ ¢ muss nichtnegativ sein. Nullstellen:

—b—Vb —4dac —b+Vb:—4dac
xl p— , :CQ f—
2a 2a

2 Falle:
(i) b* > 4ac: Hier gilt 1,79 € R und 21 < 29 = (wegen a > 0)
qz)=a(x—x1)(r —29) >0 fiir x>29 = M =0

(ii) b* < 4ac: Es gibt keine reelle Nullstelle.
= ¢(x) wechselt nirgends das Vorzeichen.
Wegen a > 0 gilt xh_)n(;lo q(z) >0 = q(x) > 0firallex € R
= M = —oo, d.h., f(z) ist wohldefiniert fiir alle z € R.
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b) Umformen:

flz) = flz)

Var?+br+c+ (ax+3)
Var+bxr+c+ (ax+B)
ar’+br+c—(az+pb)
Var?+bz+c+ (ax+ )

(a—a*) x>+ (b—2aB)x + (c — B?)
Vaz?+bx+c+ (ax+ )

— 0

Fordere: Zahler beschrankt fir x — oo~

b b
a=+a, b =50~ %7
=
4 _ K2
f(z) ac—b —0 firz 00 VvV

B 4@(\/ax2+bx+c+(\/5x+ﬁ))

Die Konvergenz gegen 0 fiir  — oo erfolgt ‘von unten’ (f(x) < 0)
bzw. ‘von oben’ (f(z) > 0), je nach Vorzeichen von b* — 4 ac.

Sonderfall: V> =4ac = f(x)=0
Dies erkennt man auch aus (mit Notation aus a)) :
flx) = Va(x) — (ax + )
— Vale—a) - (Vaz+ 5l
= Va(z+55) — (Var+5%) = 0
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Eine Funktion f(z) sei als Grenzwert einer von x abhéngigen Folge, d.h., einer Folge
von Funktionen f,(x) definiert:

f@) = lim fu()

n—oo

Konkret betrachten wir (jeweils fiir z € [0, 00)):

a) [L] 2 — 1
Jal@) = "+ 1
b) L e
fa(z) = (z—1) o1
c) [L 1 o2 —1 |
folz) = P T (Achtung auf die Stelle x = 1)

Diskutieren Sie
(i) die Konvergenz der Folgen (f,(x)) in Abhéngigkeit von x € [0, 00),
(ii) die Existenz der Grenzfunktion f(z) und deren Stetigkeit.

a) Firn — oo gilt
(
0, ze€l0,1)

" = <1, x=

| °©; x> 1
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Die Folge (f,(x)) konvergiert fiir alle = € [0, 00). Die Grenzfunktion

(1, ze0,1)
flx) = ¢ 0, z=1
\ I, z>1

ist unstetig an der Stelle x = 1.

b) - x€]0,1):

"1 n—1
lim (2 — 1)~ = (z—1) lim = —1-z
n—00 x4+ 1 n—00 xn—|—1/
= —1 (siehe a))
— =1
" —1 " —1
lim (z — 1 — (z—1) I — 0
B S T ey
— x> 1:
"—1 "—1
lim(x—l)aj :(x—l)limx = x—1
n—00 v+ 1 n—oo " + 1

~~

= 1 (siehe a))

Die Folge (f,,(x)) konvergiert fiir alle € [0, 00). Die Grenzfunktion

(

l—z, z€|0,1)
fla) = 0, z=1

r—1, x>1

\

ist stetig .
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c) Voriiberlegung: Die f,(x) sind stetig fortsetzbar an der Stelle z = 1:

_ 1 a2"—1 ot —1 1 n
A ey TR Bl L Ry L B
T— — r —
x x 1
=S
k=0
- x€l0,1):
, 1 z"—1 1 | 1
lim = lim —
n—oo x — 1 2"+ 1 x —1 n=oo 2"+ 1 l -z
:—1(‘8?ehea))
- x=1

. . I 2"—1 on
lim <hm ) = lim — = o
n—oo \z—1lyx —1 2"+ 1 n—oo 2

— x> 1:
, 1 zz"—=1 1 , " —1 1
lim = lim =
n—oo x — 1 o™ +1 x—1n2o0 2"+ 1 r—1
= 1 (siehe a))
Grenzfunktion:
1
= 1 v

mit einer Unendlichkeitsstelle an z = 1.




