ANALYSIS I FUR TPH WS 2017/18
3. Ubung Ubersicht

Aufgaben zu Kapitel 5 und 6

Aufgabe 1: Konvergenz von Reihen I

Aufgabe 2: Konvergenz von Reihen II

Aufgabe 3: Konvergenz von Reihen III

Aufgabe 4: (%) Berechnung der Werte einiger Reihen

Aufgabe 5: Konvergenzgeschwindigkeit von Reihen

Aufgabe 6: Turmbau zu Babel

Aufgabe 7: (%) Konvergenz von Reihen, IV

Aufgabe 8: (%) Stetige Fortsetzbarkeit

Aufgabe 9: (%) Eine asymptotische Approximation fiir x — oo

Aufgabe 10: Folgen von Funktionen
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3. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 1/1

o0
Diagnostizieren Sie Konvergenz bzw. Divergenz der Reihen  a,:

R e d) an:(l—;)
B (n!)?
b) =g e an=(-1"(1-¢c"), O<c<l

) a”:(l‘%)n £) ay=(-1"(Va+1-va)
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a) Entscheiden Sie, fiir welche Werte ¢ > 0 die Reihe konvergiert:

S ()

n=1

b) Wie a), jedoch mit n! ersetzt durch die Approximation (fiir grofie n)
n

n! = S, :=Vv2mn (—)

(&

Diese heif3t Stirling’sche Formel. Man kann zeigen, dass gilt

c) Ist g n! <E) konvergent? (Beachte (S).)
n
n=1
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a) Entscheiden Sie, ob die Reihe konvergiert:

> (5

n=

—_

b) Entscheiden Sie, ob die Reihe bedingt bzw. absolut konvergiert:

> (S5 )

n=1

c) Essei a, > 0 fiir alle n € N, und es gelte lim na, =c¢ > 0.
n—oo

0
Entscheiden Sie, ob > a, konvergiert.

n=1

Hinweis: Man denke an die harmonische Reihe.
d) Es sei a, > 0 fiir alle n € N, und die Folge (n?a,,) sei konvergent.

0
Entscheiden Sie, ob ) a, konvergiert.

n=1
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(*) Berechnen Sie die Werte der folgenden Reihen:

"X W ke 9 X

In b), ¢) wird nur iiber gerade bzw. ungerade Indizes summiert.

1 72
Beachten Sie die aus der Vorlesung bekannte Identitét Z — ==
n:1,2,3,...n 6

e.¢]
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Schreiben Sie die folgenden Reihen in ) - Notation an und weisen Sie ihre Konver-

genz nach. (Die Reihenwerte sind jeweils angegeben, der Beweis ihrer Giiltigkeit ist
hier jedoch kein Thema).

Wie viele Terme muss man jeweils aufsummieren, damit der der Fehler, d.h., der
Reihenrest kleiner als 6 = 107° ist?

a)

1 T
—gtrost o g
b)
O I
4 9 16 12

c) Testen Sie a) und b) am Rechner.
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Der Turm von Babylon werde durch Aufeinanderstapeln von Wiirfeln mit Kanten-
lénge % Meter nachgebaut, wobein = 1,2,3,... — oo. Die Bodenfldche des (n+1) -
ten Wiirfels wird dabei auf die Mitte der Dachflache des n-ten Wiirfels gesetzt.

a) Wie hoch wird der Turm?
b) Kann der Turm mit endlich viel Farbe angestrichen werden?

c) Kommen die Baumeister mit endlich viel Beton aus, wenn jeder Wiirfel komplett
aus Beton besteht?

d) Angenommen, es werden nur Wiirfel mit ungerader (oder gerader) Kantenlénge
iibereinander gestapelt. Wie hoch wird der Turm?

(Uber die Bauzeit spekulieren wir hier nicht ... )
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() Sei (ay) eine Folge positiver reeller Zahlen.

o0 0
a) Zeigen Sie: Falls > a, konvergiert, dann konvergiert auch > a2.
n=1 n=1

b) Es gelte
Apy1 < afl fir alle ne N

Was muss man iiber die Folge (a,,) zusétzlich voraussetzen, damit die Reihe

0
> a, sicher konvergiert?

n=1
o0
a
c) Ist es moglich, dass Z ot konvergiert?
n=1 An

Falls ja, geben Sie ein Beispiel dafiir an.

Hinweis: Denken Sie an eine geeignet gewéhlte Nullfolge.
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() Fiir gegebene m,n € N sei

flz) = (x>0, z#1)

Ist f an der Stelle x = 1 stetig fortsetzbar? Falls ja, wie lautet der Wert von lin% f(x)
T—
in Abhéngigkeit von m und n?

Hinweis: Geometrische Summenformel. Argumentieren Sie prdzise!
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(x) Gegeben seien a,b,c € R mit a > 0.
Gesucht: a > 0 und § € R, so dass fiir

f(x):\\/a$2+b$+cj—\(04$+5l

— 00 o0
it
&1 lim f(z) = 0
Tr—r00

Dann ist die lineare Funktion axz+( eine ‘asymptotische Approximation’ der Funk-
tion vaz? +bx + ¢ fir . — oo.

a) Zeigen Sie: Es gibt ein M, so dass f auf (M, o0o) wohldefiniert ist. Wie lautet
das kleinstmogliche M 7

Hinweis: Fallunterscheidung (Diskriminante).

b) Bestimmen Sie die gesuchten Parameter oo und 8. Welches Vorzeichen hat dann
f(x) fiir sehr grofle x 7 Gibt es einen speziellen Sonderfall?

Hinweis: Formen Sie f(x) in Bruchdarstellung mit wurzelfreiem Zéhler um.
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Eine Funktion f(z) sei als Grenzwert einer von x abhéngigen Folge, d.h., einer Folge
von Funktionen f,(x) definiert:

f(z) = lim f,(z)

n—oo

Konkret betrachten wir (jeweils fiir x € [0, 00)):

a)
" —1
fn(x)_x”—kl
b)
" —1
(z) = (z—1
fule) = (@ -1) T
c)
flr) = —— T2 e £ die Stelle 2 = 1)
n\T) = x—lxn—|—1 cntung au 1€ elie r =

Diskutieren Sie

(i) die Konvergenz der Folgen (f,(x)) in Abhéngigkeit von x € [0, 00),
(ii) die Existenz der Grenzfunktion f(z) und deren Stetigkeit.




