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a) [L] Zerlegen Sie in Linearfaktoren:

2 —T2? + 142 — 8
b) [L] Zerlegen Sie in Linearfaktoren:
k=0

c) [L] Bestimmen Sie alle reellen Nullstellen und deren Vielfachheit fiir
2% — 1

und zerlegen Sie in reelle lineare bzw. ggf. quadratische Faktoren.

a) Wegen
(z— )z —22)(z —23) = 2° 4+ ... — Ty 2223
gilt x1 29 x3 = 8. Suche z; als Teiler von 8 und errate ;1 = 1.

Nun Polynomdivision:

:L'3—7:C2—|—14x—8:(x—1) (x2—633—|—8)

— 2?42
— 62? + l4x
6z° — 6z
Sr — 8
—8r +8
0

Mit 22 — 62 + 8 = (z — 2)(z — 4) folgt
2?4+ 72— 14z +8 = (2 — 1)(z — 2)(z — 4)
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b) Verwende ‘Binomi’:

S (§) e = cory () et e

k=0

da z? —1=(z —1)(x +1).

c) Gehe aus von
% —1 = (2° — 1) (2 + 1)
3 — 1 hat die Nullstelle —+1.
23 + 1 hat die Nullstelle —1.

Polynomdivision fiir 2% — 1

3 —1:(33—1)(:1:2—|—x+1)
— 23 + 22
72
— 2’ +x
r—1
—x+1
0

Polynomdivision fiir z° + 1:

3 +1:(az+1)(:c2—x+1)
— 2% — 2
— 72
2’ + o
r+1
—x—1
0
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Die Diskriminante fiir 2+ x + 1 und 22 — z + 1 lautet
V1i—4=+v-3 &R

= 224+ 2+ 1 und 22 — x + 1 sind irreduzibel iiber R

(keine reellen Nullstellen).

-1 =(@-Da+)@+z+1) (2> —2+1)
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(*)
a) (L] Zeigen Sie
Vi+0 =~ 1+

fir [0] < 1. Wie ist ‘~’ zu verstehen?

NS

b) [L] Vergleichen Sie
p(z) = (z-D(x—-2) = 2> —32+2
mit 5
g(z) = 2" —(3+e)z+2
wobei |e] < 1. Wie stark (in Abhéngigkeit von ) unterscheiden sich die Null-
stellen von p und ¢? Verwenden Sie a) und machen Sie eine Skizze.
c) [L] Gleiche Frage wie unter b), fiir
p(z) = (z—1)7? =22 —22+1
und )
qgr) = 27— (2+¢e)r+1
Machen Sie auch hier eine Skizze. Worin besteht der Unterschied zu b) 7

d) [L] Gegeben seien die Polynome
p(x) = (r—1)(xz—2)---(z—10) = 2 =552 + ...
q(z) = 2" —55.00012" + ...
wobei sich p und ¢ sich nur im Faktor bei 2 unterscheiden. Zeichnen Sie mit

Rechnerunterstiitzung den Verlauf der beiden Polynome fiir x € [0.5,10.5]. Was
beobachten Sie?

a) Die Aussage folgt aus
(143 = 140+2 ~ 144
fiir [0] < 1 in dem Sinne, dass |§]* < |4].

b) Die Nullstellen von ¢:

3 l+6e+22 3 ] 462 3 143
Z1g = +5i\/ +0e+e - +€i 2~ +€i +o¢g
2 2 2 2 2 2

r1 R 242, 19~ 1—c¢
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Die Nullstellen reagieren unempfindlich auf die ‘Storung’ e,

im Wesentlichen proportional zu €. \i

1.59 %
1

0.5

0

= (x—1)(x —2) —&=-0.00l —¢&=-0.01
e=-0.1 —e=0.001 —&=0.01
e=0.1

c) Die Nullstellen von ¢ fiir e > 0:

2+¢ \/45+52:2+8i2ﬁ\/1+i %2i2\/§+5

_ n
2=y 5 3 2 3

T~ l+ye+5 ~ 14+4/¢

Beachte: /e > e fir 0 < ¢ < 1. Die Nullstellen reagieren also
hier wesentlich empfindlicher auf die Stérung ¢ als in b). Der Grund
dafiir ist, dass das ungestorte Polynom p die doppelte Nullstelle x = 1
besitzt. Geometrisch gedeutet: ‘schleifender Schnitt’ mit der x - Achse.

Fiir ¢ < 0 werden die Nullstellen komplex.

2

—_(x—1) £=-0.001 e=-0.01
e=-0.1 —€=0.001 —&=0.01
e=0.1
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d) Verlauf:

100000

50000

-50000

-100000-

0 —— ‘ ; ——
3 4 5 6 17 9
X

|=—p(x)

g(x)]

Die kleine Stérung des Koeffizienten bei x” wirkt sich fiir grofere

Werte von x extrem stark aus.

p(z) ist das ungestorte Polynom, mit Nullstellen 1,2, ...10.

Die Nullstellen von g(z) :

4o
o)
T3
Ty
Ty
Te
Ty
Ty
Tg

Z10

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

0.999999

2.000001

2.999805

4.006177

4.939620

6.347295 + 0.379351 4
6.347295 — 0.379351 ¢
8.582843 + 0.699339 1
8.582843 — 0.699339 ¢
10.194219
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(*)
a) [L] Bestimmen Sie — ggf. am Rechner — das jeweils eindeutige Interpolations-
polynom p(z) vom Maximalgrad 4 zu den Datensétzen {(z;,v;), i = 0...4}:

() {(0,0), (1,1), (2,2), (3,3), (4,4) }

(i) {(0,0), (1,1), (2,4), (3,9), (4,16) }
(i) {(0,=3), (1,3), (2,-3), (3,3), (4, =3) }
(iv) {(=2,e7), (=1,e7), (0,€"), (1,¢'), (2,¢?) }

Hinweis: Erst {iberlegen, dann rechnen.

b) [L] Geben Sie fiir jede der Nullstellen des Polynomes p(x) aus a) (iii) ein
Einschliefungsintervall an.

c) [L] Zeichnen Sie am Rechner grafisch den Verlauf des unter a) (iv) berechneten
Polynoms p(x) fiir x € [—4,4], und vergleichen Sie dies mit dem Verlauf der
Funktion e”. Was beobachten Sie?

a) Zun+ 1 verschiedenen Datenpunkten (x;,v;), x;

Das Interpolationspolynom vom Grad < n ist immer eindeutiq.

(1) plz) =2
(i) plz) = 2°
(iii) Berechnung von p(x): Entweder mittels Lagrange-Darstellung,
oder mit Ansatz
p(r) = ag +ayx+as 2’ +asxd + ay
und Auflésung des linearen Gleichungssystems
a0+a1xi—|—a2x§—i—a3x?+a4xf = vy, 1=0...4

nach den Unbekannten ag, a1, as, as, ag ~~

apg = —3, aq :32, a9y = _407 as = 16, ay = _9
p(z) = — 34322 —402* +162° — 22"
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(iv) Ansatzmethode wie unter (iii) ~-
ap =1, a; ~ 0.963, ay ~ 0.494, az ~ 0.213, ay ~ 0.0492
p(x) ~ 140.9632 4 0.494 2% + 0.213 2% + 0.0492 2.

b) Anwendung des Zwischenwertsatzes:

Das Interpolationspolynom p hat Grad 4, also maximal 4 reelle Null-
stellen. Da p stetig ist und die y; fiir ¢ = 0. .. 4 alternierendes Vorzei-
chen haben, liegt je eine einfache Nullstelle im Intervall [i,7 4 1], i =
0...3. Dies sind alle Nullstellen von p.

c) Verlauf:

251

20

w
[\S]
—_
(=}
—_
[\S}
w
N

|— & —— Interpolationspolynom|

Innerhalb des Interpolationsintervalles [—2, 2] ist die Approximations-
qualiat sehr gut; auflerhalb nimmt sie rasch ab.
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()
a) [L] Wie lautet die quadratische Interpolierende p(x) zu den Daten
{©,0), G.d) (L)} (@deR) 7
b) [L] Fiir welche d € [0, 1] gilt
p(x) €10,1] fiir alle z € [0,1] ?
Zeigen Sie auch: In diesem Fall ist p(x) strikt monoton wachsend auf [0, 1].

Hinweis: Sehen Sie sich die Nullstellen von p(z) und p(z) — 1 an. Fiir den
Nachweis der Monotonie unterscheiden Sie zwei Fille und betrachten jeweils
p(z) bzw. p(x) — 1 in faktorisierter Gestalt.

a) p(0)=0, p(z)=dund p(1) =1 ~
p(x) = (2—4d)2*+ (4d—1)x

b) Sonderfall d =1: p(z) =2z SM. 1t auf [0,1]
Allgemeiner Fall (d # 1):

4d—1
e Nullstellen von p(x): x =0, sowie & = 15
Es gilt
plx) >0 firallez € [0,1] < £¢10,1]
- £<0 & l<d<!
1
oder (21 & d>3
1
e Nullstellen von p(z) —1: x =1, sowie n = Y
Es gilt
plr) <1 firallex € |0,1] <& n&|0,1]

n<0 & d<%

oder n>1 & %<d§

o
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=
p(z) €[0,1] firalle z€[0,1] < de [}

e Nachweis der strikten Monotonie von p auf [0, 1] fir d € [1,3] (d # 3):
()de[1,3), mit £<0und 2—4d>0 =
plx) = £2—4d2£az —5:1:) SM.T+ vV

N~

>0 S.M. 1

(sogar auf [0, 00)).
(i) de (5,3], mit p>1und 2—4d <0 =

plx) =1 = (2—4d) ((x —1)* = n(z - 1))
— £2—4dl£(1—x) +77(1—37)2 S.M. 1 v

~~

<0 SM. |

(sogar auf (—oo, 1]).

Verlauf:

0.81

0.6

0.4
0.2
o
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
d=0 d=1 d=%—d=%
d=g ——d=-2—a-1

Anmerkung: Die Uberlegung zur Monotonie mit Hilfe der Ableitung
von p einfacher durchzufiihren (das ist eine eigene Aufgabe).
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Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung (PBZ) folgender rationaler Funktionen:

2 1

a) L] by L T

a) Nullstellen des Nenners: x = +1

Ansatz fiir PBZ:
nsatz fiir 4 B

_|_
1 — 22 r—1 x4+1

2=A(l—-2)+B(1+x)
Einsetzen der Nullstellen x =1 und x = -1 ~ A=-1 B =1

~ 2 _ 11
1—22 1-2 1+x
b) Eine Nullstelle des Nenners: x = —1. Polynomdivision ~~

l4+o+2°+2° = (z+ 1Dz +1)
wobei 2 + 1 irreduzibel iiber R (die Nullstellen sind =47).

Ansatz fur PBZ:
1 A Bx+C

= +
(x+1)(x*2+1) 2x+1 22+1

~  Koeffizientenvergleich:

1 =A@+ 1)+ (Bz+C)(x+1)

z? 0=A+B = B=-A
T 0=B+(C = (C=-B=A
1: 1=A4+C = A=C=% = B=-1

1 1

1 +11—95
l4+o+a2+23 21+ 21+ 22
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Alternative Vorgangsweise: Einsetzen spezieller Werte, insbesondere
(zunéchst) der Nullstellen des Nenners:

r=—1 ~~ 1=2A
r=0 ~ 1=A4+C = A=C=

1
2
r=1 ~ 1=2A4+2(B+(C)=2+2B = B=-— v

DO —
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a) [L] SeineN.

(i) Bestimmen Sie z € R mit 2" = 10"
(ii) Bestimmen Sie x € R mit 10" = 2*
(iii) Wie gro darf x > 0 maximal sein, so dass % < 1030 ?

Anmerkung: 103" entspricht ungefihr der groBten Zahl in einer iiblichen
Gleitpunktarithmetik am Computer (double precision).

b) [L] Sei

1
Geben Sie n € N in Abhéngigleit von x an, so dass |f(z)| < ¢ fiir ein vorgege-
benes € € (0,1).

1
c) [L] Entscheiden Sie, ob die Reihe Z In (1 + —) konvergiert.
n

n=1

a) (i)

In 2

2" =10" < x=1logs(2") =nlog,,(2) =n
In 10

In 10
In 2

10" =2" & x=1logy(10") =nlog,(10) =n

e’ <10 o 2 < In(10°"™) = 300 In(10) ~ 691

Fiir groflere x ist e” in double precision nicht auswertbar.

b) f(x) = endliche minus unendliche geometrische Summe:
1 I —a" x" !
= - = <
F(@) l—2z 1-x -z —
~» (Achtung auf Vorzeichen; alle auftretenden In’s sind negativ)
Ine > In(z")—In(l —z) = nlnz — In(1 — )
In(l —z)+Ine
Inx

€

s on o>
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c) Aus

1n(1+%) = In (nl_l) = In(n+1) —In(n)

folgt (Teleskopsumme)

N
1

g 1n<1—|——> = In(N+1) —In(l) - o fir N = o0
n

N~~~
n=1 —0
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a) [L] Seien a,b, A\, u gegeben, wobei 0 < a < b, 0 < p < A. Zwei Populationen
wachsen mit der Zeit ¢ > 0 geméaf

p(t) = aeM, q(t) = be

Bestimmen Sie den (eindeutigen) Zeitpunkt ¢t = 7', an dem ¢(¢) von p(t) ‘iiberholt’
wird.

b) [L] Untersuchen Sie grafisch fiir x > 0 das Verhalten von

y = x? verglichen mit y = 2*

e Fiir welche z gilt 22 = 27?7 Kénnen Sie diese Gleichung analytisch 16sen?

e Fiir welche z gilt 22 > 27 bzw. 22 < 277

a) — Firt=0ist p(0) =a <b=q(0).
— Fiir t — oo gilt
p(t) a oY

qt) b

und p(t)/q(t) ist stetig und strikt monoton wachsend.

— 00 wegen A —pu >0

[Zwischenwertsatz] = 3 eindeutiger Zeitpunkt ¢t = T mit
p(t) <qlt), t<T
p(T) = q(T)
p(t) > q(t), t>T

Bestimmung von T':

b In(b) — Ir
p(t) =q(t) & aeM = b o Z = A o T — H())\ n(a)
a —
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b) Grafik (links: y iiber x; rechts: log[10](y) iiber z)

30 104

201 -1

10

o
_
)
w
A~
w
o
—_
o
w
o~
w

e Gleichheit: Die Gleichung 2? = 27 ist nicht elementar 16sbar.
Man errat die beiden Losungen

r =2, mt y=2"=2>= 4
v =4, mit y=2"=2"=16

e Verlauf:
— x€0,2): 2°<2"
— z e (2,4): 2°>2°
— x> 2: x? < 27

Fiir x — oo wiichst 2” exponentiell, mit lim x?/2% = 0.
T—00
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a) [L] Geben Sie fur
sin(arctanx), cos(arctanx)

einfache Formelausdriicke an, in denen keine [inversen| trigonometrischen Funk-
tionen mehr vorkommen.
b) [L] Zeigen Sie 94 1 — o2
, COST =
1+ u? 1+ u?

) ist (und § keine Polstelle von tan).

sinx =

z

wobei u = tan(3

c) [L] Bestimmen Sie die Losung x € [0, 5] der Gleichung

D=

sinx —cosx =

a) Fiir s :=sin(arctanz), ¢ := cos(arctan x) gilt

s = zxc
s'+c =1
= (wegen arctanz € (—7, 3), also ¢ > 0):
62:1—$2C2 = 62: 1 = C:;
1+ 22 V1+ a2
= 1
. T
cos(arctan r) = ———, sin(arctanz) = ———
2+ 1 r? 41
b) Zunéchst: , ,
cos®(5) + sin“(5 1
1 +tan®(%) = (3) 5) —
cos?(3) cos?(3)
= (mit Halbwinkelidentitét fiir sin)
2 2 tan(s 2 sin(2) cos?(2
¢ D) _ (%) (%) =sin(23) = sinx v

T+ 1+ tan?(%) Qs(/gj

sowie (mit Halbwinkelidentitét fiir cos)

1—w® 1- tan®(%)

1+u2 1—|—tan2(%) N
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c) Verwende b), mit u = tan(3):
2u — 1+ u?

T ¢ u+4u—3 =0
u

= SINX — COSx =

u172 —2 :l: \/?
r = 2arctanu; = 2arctan(—2 + ﬁ) ~ 1.1468 € [0, 7]

i i DO |

uy ergibt eine zweite Losung = < 0.
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Gegeben seien a,b € R (mit a’® 4+ b* # 0) und w > 0. Zeigen Sie, dass sich die
Funktion (Uberlagerung einer Sinusschwingung und einer Kosinusschwingung)
f(t) = a cos(wt) +bsin(wt)
in der Form
ft) = Asin(wt — ¢) bzw. ft) = A cos(wt — )
2

darstellen ldsst, mit passendem A > 0 und ¢ € [—F, %) bzw. ¥ € (=7, 7).

Geben Sie explizit an, wie die Amplitude A und die Phasenverschiebung ¢ bzw. ¢
von den gegebenen Parametern a und b abhéngen.

Hinweis: Am besten macht man es umgekehrt: Man geht aus von einer Funktion
der Gestalt A sin(wt— ¢) und iiberlegt, wie A und ¢ mit a und b zusammenhé&ngen.

e Verwende Additionstheorem fiir sin,
sin(wt — @) = sin(wt) cos(¢) — cos(wt) sin(¢)

=
Asin(wt —¢) = —Asin(¢) cos(wt) + A cos(¢) sin(wt)
T T
mit

a’+ b = A*(cos’(¢) +sin’(¢)) = A=+Va>+b?>0
Weiters:

tan(¢) = EE;((?) = —% = ¢ = arctan (—%) = —arctan <%>
Sonderfall b = 0: ¢ = —F = —arctan(co)’.

e Analog fiir die Darstellung mit cos, mit
b
A=+Va*+ %, 1Y) = arctan (—)
a
und Sonderfall @ = 0 (¢ = F).

Anmerkung: Die Sonderfélle sind diejenigen, bei denen man cos durch sin
ausdriickt bzw. umgekehrt, geméaf3 der Identitédten

cosa = sin(a+3) bzw. sina = cos(a—3).
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(*)
a) [L] Zeigen Sie mit Hilfe des Additionstheorems fiir den Cosinus:
cos(a — f3) cos(a+ ) = cos*a —sin® B = cos® B —sina

= 3(cos(2a) + cos(23))
b) [L] Die Folge von Polynomen T,,(x) vom Grad n sei definiert durch
To(z) =1, Ti(x):==x

und
To(x):=2xT, 1(x) = Th—2(x), n>2

Zeigen Sie mittels eines Induktionsargumentes basierend auf a):
T,.(z) = cos(narccos(z)), =€ [-1,1], neN

Hinweis: Die Induktion funktioniert hier so: Induktionsanfang ist n =0, 1, und
fiir n > 1 schlieft man von n — 1 und n auf n+ 1. Verwenden Sie a) und treffen
Sie eine geschickte Wahl fiir & und S in Abhéngigkeit von n und arccos x.

a) Umformen:
cos(a — f3) cos(a + f3)
= (cosa cos B+ sin a sin B)(cos v cos f — sin v sin ()
— (cosa cos ) — (sin o sin B)?
= cos’ a (1 —sin® B) — (1 — cos® a) sin® B

= cos’ a — cosarsin’ f — sin’

o + costesin’ B
1 —sina) — (I —cos* B) = cos” f —sin’a

=
= 2(1+cos(2f)) — 2 (1 —cos(2a)) = 5 (cos(2a) + cos(2 5))

b) Sei z € [—1,1]. Wir kiirzen ab a := arccos(z) und verwenden im
Induktionsschritt a).

e Induktionsanfang:
n=0: Tyx)=1=cos(0-a)
n=1: T(x)=xz=cos(l-a)
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e [iir n = 2 ergibt sich
Ty(x) =22 Ty(x) — To(x) = 22° — 1

verglichen mit

2

cos(2a) = cos’a —sina =2 cos’a —1 =22 -1

e Allgemeiner Induktionsschritt n—1,n — n+1:

Wéhle oz:”THa und Bz%a (o —F=a, a+p=na)

Toii(x) = 22 T,(x) — T,1(x)
9 cosa cos(na) — cos((n—1)a)

= 2 cos(a — B) cos(a+ ) — cos(2 )

D cos(2a) +cos2BT — cos2B)

= cos((n+1)a) = cos((n+1)arccosz) v

Die T, (z) heiflen Chebyshev-Polynome 1. Art. Sie spielen eine wich-
tige Rolle in der Theorie der optimalen Approximation reeller Funk-
tionen durch Polynome.

Verlauf:




