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Berechnen Sie folgende Ableitungen. (Die Funktion f sei so, dass die betreffenden
Ausdriicke wohldefiniert sind, und die Antworten sind mittels der Ableitungsfunk-
tionen f’) f” ... auszudriicken.)

a) [L] sin(acos(fz)), o,B R d) [L] %f‘l(%), ceR

dk;
b) [L] — f(cx), keN, ceR 2
doF Q) L @)

d e c
O W el len) ceR HL L 20

a) Kettenregel ~»

d

. sin(acos(fz)) = —af cos(acos(fx))sin(f5x)

b) Kettenregel ~~

dk dk—l d dk—l /
ot et = G (@fm)) = g flen) =
— ckf(m(ca:)

(mit offensichtlichem Induktionsargument).

c) Setze g(x) :=cx, mit ¢'(z)=c
Kettenregel & Ableitungsregel fiir Umkehrfunktion —~-

L en) = S glw) = (7Y (o) o (a)




ANALYSIS I FUR TPH WS 2017/18
0. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 1/2

d) Setze g(z) :=c/x, mit ¢'(z) = —c/z*

Kettenregel & Ableitungsregel fiir Umkehrfunktion ~~

L1 (©) = L gla)) = (Y (gl o'

e) FErste Ableitung:

d

- f_l ) =

! T )
Zweite Ableitung: Quotientenregel, Kettenregel & Ableitungsregel
fiir Umkehrfunktion ~~

LS T N N @@
da? de f(f(x) ()P
_ U))@))
(f(fF~ ) (S @)

f) Die Funktion 2% = e”!"? ist wohldefiniert fiir z > 0. ~

d d d
2t = _exlnx _ emlnx_(xlnx)

dx dx dx
— e (zi+Ihz) = (1+hz)a”
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a) [L] Sei f: R — R eine differenzierbare Funktion. Zeigen Sie:
(i) f gerade = f’ ungerade
(ii)) f ungerade = [’ gerade

b) [L] Leiten Sie die Formel

% cos(r) = — sin(x)

aus - sin(z) = cos(x) her.

c) [L] Zeigen Sie, dass fiir alle k € N gilt
dv

—Z

dx* €

2

= pp(z)e

mit einem Polynom p;,. Was ist der Grad von p; 7

a) Kettenregel ~~

d / / /
T f(=a) = fla)-(~a) = ~f(-a)

Daher:
(i) f gerade ~~
d d
fiz) = %f(ac) = %f(—x) = —f'(—x)
(ii) f ungerade ~~
d d d
F@) = S fla) = (= f(oa)) =~ fma) = ()
b) Verwende Bezichung zwischen sin und cos:
% cos(x) = % sin(z+5) = cos(x+5) =sin(x+7) = —sin(z) v
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c) Induktion:

e Induktionsanfang k£ =1:

k
%6_‘%2 = ( — 233) e
p1(z) (Grad 1)
e Check k=2:
P
%6_‘/’32 = %(—21‘6_$2) — (4:1:‘2 —2) e_“’2

Man erkennt das Muster:

Offenbar gilt die zu beweisende Aussage mit Grad(py) = k.
e Induktionsschritt k +— k41

dk+1 2 i(d_k _wQ)
dazk“e  dx daske
d
= plae™)
Grad k
2
— (e = 2epa)) e v

~~

= ppr1(x) (Grad k+1)

Man erkennt auch die rekursive Berechnungsvorschrift ! fiir die
Polynome py.: p1(x) = =2, und

pri(z) = pilz) =22 pi(x), k=1,2,3,...

! Man kann auch mit k£ = 0 und pg(x) = 1 beginnen.
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a) [L] Sei f: R — (0,00), f differenzierbar. Geben Sie Funktionen g¢(y) an
(unabhéngig von der konkreten Funktion f), so dass gilt

fa) _ d
f@) ~ dz

g(f(z))

b) [L] Verwenden Sie a), um die Losung f(z) der Differentialgleichung
f(@) = Af(x), mit f(0)=1
zu bestimmen. (Dabei ist A € R ein beliebiger Parameter.)
c) [L] Gleiche Frage wie unter b), fiir
fix) = a"f(z), mit f(0) =1
(n € N beliebig).

a) Kettenregel ~»

To@) = JU@) M) L ) = ) =

= (beachte L (Inz+c) =1):

gly) = lny+c  (c €R beliebig)

also
fla) _d
b) Aus a):
—f/(x)—dnx n(f(x)) = Ax+c (c beliebi
A—f(x) = ——In(f(z)) = In(f(z)) = Az+c (cbeliebig)

~»  Geméf der Vorgabe f(0) =1 wihle ¢ =0 ~»

f((lf) _ ece)\x _ 6)\:1;

Die Losung hatte man auch leicht erraten.
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c) Aus a):
/ d n+1
a" = ];c((;:)) = In(f(x)) = In(f(z)) = 71:1+1 + ¢ (c beliebig)
~»  Geméif der Vorgabe f(0) =1 wihle ¢ =0 ~»
Lt
fla) = e
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Der Graph einer Funktion f sehe in etwa so aus:

21

1

04

-1 0 i 2
X

D.h., es gibt genau zwei Punkte (x1, f(x1)) # (w9, f(22)), die durch eine an f tan-
gentiale Gerade miteinander verbunden sind.

a) [L] Leiten Sie Gleichungen zur Bestimmung von z; und z9 her.

b) [L] Konkret sei

flz) = st —23—22 -2

Welcher Typ von Gleichungen ergibt sich hier?

c) [L] Die Losungen zu b) lauten 15 = 1 (1£v/11). Es gib eine weitere Stelle &,
fir die gilt f'(z) = f'(21) = f'(z2). Bestimmen Sie 2.

a) Gemeinsame Tangente = Verbindungsgerade —~~

Flo) = finy) = L2l =)

To — I
~+ 2 Gleichungen zur Bestimmung von x; und s,
fll) = fllaa),  (va—m1) fl(21) = flaz) — f(21)
Dabei ist verlangt, dass z; # x5 gilt. ?

b) flz)=a2"—2°—2°—z, fllz)=42°—32°-22—1

Einsetzen ergibt zwei polynomiale Gleichungen in z; und x5 vom
Grad 3 und 4, die nicht einfach l6sbar sind.

2 Jedes x = x, = x5 wire eine triviale Losung.
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Losung mittels Computeralgebra (verwendet spezielle Algorithmen fiir
Polynomsysteme) — ~~

z1 = 3 (1-V11) ~ —0.597
To = i(l%—\/ﬁ) ~ 1.079

mit

Siehe Grafik oben.

c) x; und 29 sind Losungen der kubischen Gleichung
flla)+2 =42° -3 —22+2 =0

wobeli
(x —x1)(x — 29) = 2* —

DO|R
oolut

Polynomdivision ~~
3 2 5 (2 1 5
dx° — 3x —2x+§—(:1: —§x—§) (4:1:—1)
—4x3+2x2+%x
2, 1 5
0

= 1= %L (genau in der Mitte zwischen z; und z5).
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Berechnen sie folgende Grenzwerte:

.ooat =1 o In(1+=2
a) (L] 3}1_)1’111 — - n €N c) [L] :}gno (x )
1 1
: d) [L li — —
b) [L] lim sin(n ) neN M xlino(ﬁ sin2a:)
=0 SInx
e) [L] lim 2"
x— 0+
0>
a) Fall 0
(i) de 'Hospital —~~
.oat—1 . ona™!
lim = lim =n
r—1 1r — 1 r—1
(ii) Alternative: iiber geometrische Summe,
-1 n—1
' —1 <
lim = lim ot = 1" =n v
r—=1 x —1 r—1
k=0 k=0
(iii) Oder ganz direkt als Ableitung von x" :
" —1 d
lim = —za" = nag"! =n v
r—1 x—1 dr  lz=1 r=1

Anmerkung: (i) bzw. (iii) funktioniert auch fiir beliebige n € R

b) Fall ‘¥
de I'Hospital =~~~
i sm.(na:) — i P cos(n x) _
r—0 sinx =0  COSX
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0>
C) Fall 0
(i) de I'Hospital ~~
In(1 e
lim M — lim & =1
r—0 X z—0
(ii) Oder ganz direkt als Ableitung von In(1 + x):
In(1 —1Inl d 1
lim n{l+z)—n = —In(1 +x) = =1 v
z—0 x dx 2=0 1+ 2 la=0
2
d) Fall ‘co —o0’: Umformen auf ‘¢’ )

de 'Hospital (I'H) =~~~

I ( 1 1 ) I sin® x —
im ( — — = lim
r—0\z?  sin’x 10 z?sin®z
'H . 2sinx cosr —2x
= lim —5 :
=0 21 sin“(x) + 22? sinz cosx
, sin(2x) — 2x
= lim — .
=0 2xsin®(z) + 2?sin(2 )
'H . 2 cos(2x) — 2
= lim — ,
=0 2 sin“(x) + 42 sin(2z) + 222 cos(2 x)
e —4 sin(2 z)
= lim — :
r—0 6 sin(2x) + 12xcos(2z) — 4x?sin(2 z)
e —8 cos(2x)
= lim .
=0 24 cos(2x) — 32xsin(2x) — 8x? cos(2x)
7 B 8 1
‘e 243
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0. Ubung [zur Ubersicht]

e) Firaz>0ist |
xﬂ? — 6.17 nr

Wir bestimmen zunéchst (Umformen auf *27)

1
. . In(x) o . —~ .
Im xInz = lim ( ) = Jlim * = Jlim —x = 0
1 1
x— 0+ r—0+ = =0+ —= x— 0+
x 2
Nun: Verwende Stetigkeit von exp ~»
) ) ( lim xlnx)
lim z° = lim e" ™% = ¢ o0+ = ¢ =1
x— 0+ x— 0+

Anmerkung: I'H funktioniert auch fiir einseitige Grenzwerte.
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(*)
a) [L] Wir betrachten die Funktion

ft)y=(1+1)"

Wie lautet der Wert von tlin% f(t)?
—

b) [L] Zeigen Sie, dass die Ableitung der Funktion f(¢) aus a) an der Stelle t = 0
stetig fortsetzbar ist, und berechnen Sie den entsprechenden Wert f/(0).

Hinweis: Schreiben Sie f’(¢) in der Form f(t) - g(¢) und berechnen Sie thH(l) g(t) .
—

Was schlielen Sie daraus fiir die Konvergenzgeschwindigkeit der Folge ((1 + %)n)
gegen €7

a) Aus lim (1+%)n:efolgt
n—oo
lim f(t) = lim (1+1)" = ¢

t—0 T—00

b) Ableitung von f(t) = (1+1¢)"" = ¢#m1+0).

d In(1+1¢) 7 — In(1+1)

ff(t) = ft)g(t) mit g(t) = - = -

= . , . .
lim f(t) = lm f(2) - Jim g1
= €

Zweimal de 'Hospital fiir g(t) ~»

—

-+t m Ty
m

. _ . 1+t 1 1
tlg% 9(t) tlgr%) t2 i 2t
t—13 |
O
t—0 2 2
= per stetiger Fortsetzung:
e
/ o . / -
FLO) = lim f(t) 5
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Folgerung: Fiir ¢t — 0 gilt
Ft) = FO) +EFO) +olt), also f(0) ~ f(t) + 5t

= mit t=1/n:
1\" e B
ez(1+—>—|—— fir n = o
n 2n

Die Konvergenz ist relativ langsam :

Die Differenz e — ( 1+ %)n nimmt etwa proportional zu 1/n ab.
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a) [L] Herr D. sitzt im Donaupark in der Wiese und misst seine Entfernung
zum Donauturm: zm. Dann misst er von seiner Position aus den Winkel «a
zwischen Ebene und Turmspitze. Daraus errechnet er die Hohe A des Turmes
(ein einfacher Funktionsausdruck h = h(z, @)).

Welchen Effekt haben unvermeidliche kleine Stérungen?® in der Messung von x
bzw. von « auf das Ergebnis in dem errechneten Wert fiir h 7

b) [L] Angenommen, z wird exakt gemessen, nicht aber a, d.h., gemessen wird
& = a+Aa. Um wie viele % wird dadurch der errechnete Wert von h verfilscht?
Welche Werte von « sind ‘kritisch’?

a) [Skizze] ,

tana = — ~» h = h(z,a) = x tana (lincar in x)
x

— Fiir exakte Werte z, o und eine kleine Stérung Az in z gilt

h
h(x + Az, o) — h(z,a) = %(x,a) Az =tana - Az

— Fiir exakte Werte x, a und eine kleine Storung A« in « gilt

hiz, o+ Aa) — h(z,a) ~ g—h(:ﬁ, a)-Aa =z (1 +tan’a) - Aa
o)

mit den Verstirkungsfaktoren tana und z (1 + tan® ).

b) Fiir h = h(z, &) = h(z, o + Aa) gilt
h ~ h+z(l+tan’a) Aa = h+h<tana+

) A«
tan «
mit dem relativen Fehler in A,

Ah_h—hN(t +1
h o h ana tan a

Angabe in % entspricht dem relativen Fehler x 100.

) Aa

‘Kritisch”: @ nahe an 0° (d.h., D. sehr weit weg) oder nahe an § ~ 90°

(d.h., D. sehr nahe dran). Hier reagiert der errechnete Wert von h sehr
empfindlich auf einen Messfehler Aca.

]

3 Man betrachte h einmal als Funktion von x bei festem (exaktem) o und dann umgekehrt.
4Wir verwenden hier das Symbol 0 fiir partielle Ableitungen, da h(x,a) ja eine Funktion von zwei Variablen ist.
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(%) Gegeben sei eine Ellipse in Polardarstellung,

z(p) = a cosy

. @
y(p) = bsingp

o
Wir betrachten die zeitliche Bewegung eines Punktes entlang der Ellipse. Diese ist
durch den Winkel ¢ als Funktion der Zeit ¢, also ¢ = (), charakterisiert.

a) [L] Die Funktion ¢(t) sei vorgegeben. Geben Sie die Geschwindigkeit (d.h. die
Lénge des Geschwindigkeitsvektors der Bewegung) als Funktion von ¢ an.

b) [L] Wir wollen nun die Funktion ¢(¢) so wihlen, dass die Bewegung des Punktes
entlang der Ellipse mit konstanter Geschwindigkeit # 0 erfolgt. Leiten Sie eine
Differentialgleichung der Gestalt

P"(t) = flp(t), (1))
her, deren Losung die gesuchte Funktion () ist. Wie lautet die Funktion f?

a) Geschwindigkeitsvektor:

olt) = [%5’3@“” ] . [a%cosw(t)) ] i [—asmw(t))so'(t) ]
Fyle(t)) b4 sin(i(t)) b cos(e(1)) (1)

~

o(t)] = 4/ (a2 si(p(t)) + B2 cos((1))) /(1)

b) Wir gehen von a) aus und fordern

d

0 = —J)]f = —(a®sin(p(1) + b cos’(p(t)) - (1)

o e

= (2a2sin(p(0) cos(o(1) — 202 cos(ip (1)) sinp(1))) ¢
+ (a”sin*(p(t)) + b cos*(p(1))) 2 (1) " (1)
~  Differentialgleichung fiir ¢ = (t):

(b> — a®) sinp cosp . .9

0" = flo,¥) =
a? sin’ p + b% cos?
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a) [L Seien f und g zwei auf R differenzierbare Funktionen mit f(0) = ¢(0) sowie

]
f'(x) = ¢'(x) fir alle x € R. Zeigen Sie: Es gilt f(z) = g(x) fiir alle x € R.

b) [L] Verwenden Sie a) dazu, um folgendes Additionstheorem fiir die Arcus-
tangens-Funktion zu beweisen:

x-l—y)

arctan x + arctany = arctan (

Gibt es einen Spezialfall?

a) Mittelwertsatz = fiir beliebige x € R:
(f=9)@) = (f=9)0)=(f = ¢)(&) z=0 ({€[0,z])
= flz)=g(z) v
(Genauso fiir f(zg) = g(xg), o beliebig.)

T4y )

b) Beifestemy € R sei f(z) = arctan a-+arctany , g(z) = arctan (1= —7)

Es gilt f(0) = g(0) = arctany .
Differenzieren ~-

flz) = —

1+ 22
1 l—ay —(z+y)(—y)

EEE (1— zy)?

1+ y?
(I —zy)* + (z +y)*
1+97° 1
T 1+ +22) 1+
Mit a) folgt f(z)=g(z). V

g'(x) =

Spezialfall: zy = 1. Fir f(z ) = arctan z + arctan(2) gilt f(1) =
und f'(x) =0, also f(x) =% = lim arctanz fir x > 0. Fiir z < 0
T— 0

mit umgekehrtem Vorzelchen (ungerade Funktion).
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(%) (Grafik:) Ein Streifenwagen der Polizei (P) verfolgt ein davonfahrendes Auto
(A) und néhert sich von Norden her einer rechtwinkeligen Kreuzung. Das verfolgte
Auto ist in der Kreuzung abgebogen und bewegt sich nun genau nach Osten. Als
der Streifenwagen 1 km nordlich der Kreuzung und das Auto 1.3 km ostlich der
Kreuzung ist, stellt die Polizei per Radar fest, dass der Abstand der beiden Autos in
diesem Moment um 32 km/h zunimmt. Der Streifenwagen féhrt in diesem Moment
100 km /h.

Wie grof3 ist die Geschwindigkeit des verfolgten Autos in diesem Moment?

Hinweis: Betrachten Sie die Funktionen P(¢) und A(t), die die Bewegungen des
Streifenwagens und des verfolgten Autos entlang der vertikalen bzw. der horizontalen
Achse beschreiben, d.h. deren Abstand von der Kreuzung in Abhéngigkeit von der
Zeit t. Betrachten Sie weiters die Funktion D(t), die den Abstand der beiden Autos
in der Ebene beschreibt. (¢ ist die Zeit in Stunden, P(t), A(t) und D(¢) haben
km-Werte.) Gesucht ist die Geschwindigkeit A(t) zum Zeitpunkt der Radarpeilung
(werten Sie das zum Schluss am Rechner aus).

Y

1km|P

A
1.3 km

L 4
8

Zum Zeitpunkt ¢* der Radarmessung gilt laut Angabe
Pty =1, P(t")=-100, A(t")=13, D(t") =32
Weiters fiir ¢ in der Nahe von t*:
D(t)* = P(t)* + A(t)>  (Pythagoras)

und

D(t*) = /P(t*)2+ A(t*)? ~ 1.64
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Differenzieren (Kettenregel) — ~~
2D(t)D(t) = 2P(t)P(t) + 2 A(t)A(t)
D(t) = ﬁ (P(O)E() + A®)A(D))
= Fiir t =t*:
32 = ﬁ (1-(=100) + 1.3 A(t"))

Auflésen nach A(t*) ~»

A(t") ~ 117.3 km/h




