ANALYSIS I FUR TPH WS 2018/19
2. Ubung Ubersicht

Aufgaben zu Kapitel 2—4

Aufgabe 1: Komposition von Funktionen

Aufgabe 2: Eine einfache quadratische Funktion

Aufgabe 3: Periodische Dezimalzahlen

Aufgabe 4: Zwei rekursiv definierte Folgen

Aufgabe 5: Harmonische Summen, Briiche und Grenzwerte
Aufgabe 6: Konvergenz von Folgen

Aufgabe 7: (%) Kaninchen

Aufgabe 8: (%) ‘Inverse’ Folge

Aufgabe 9: (%) Eine Kettenwurzel

Aufgabe 10: (%) Limes superior und Limes inferior
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2. UbU_I’lg [zur Ubersicht] Aufgabe 1/1

Gegeben seien zwei Funktionen f: X — Y und g: Y — Z.

Angenommen, die Komposition g o f ist bijektiv. Welche der folgenden Aussagen
ist dann wahr, welche ist falsch? ! Bei wahren Aussagen geben Sie einen Beweis an,
bei falschen Aussagen ein Gegenbeispiel.

a) f ist injektiv. c) g ist injektiv.
b) f ist surjektiv. d) g ist surjektiv.
e) Wie a)—d), aber unter der Annahme go f injektiv.

f) Wie a)—d), aber unter der Annahme g o f surjektiv.

L Mit ‘wahr’ ist gemeint, dass aus der Annahme mit Sicherheit die behauptete Aussage folgt. Mit ‘falsch’ ist gemeint,
dass dies nicht zutrifft (dies bedeutet jedoch nicht, dass die behauptete Aussage auf jeden Fall falsch sein muss).
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2. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 2/1

Gegeben sei die Funktion

f:R=R, f@)=22+z+4

a) Bestimmen Sie ¢ € R mit f(c+ &) = f(c — &) fiir alle £ € R.

b) Zeigen Sie, dass f, aufgefasst als Funktion von [¢, 00) nach R, injektiv ist (mit
c aus b)). Wo nimmt f den minimalen Funktionswert an?

c) Zeichnen Sie den Graphen von f.

d) Bestimmen Sie das Urbild des Intervalles [4, 6], d.h., die Menge
fH[4,6]) = {z eR: 4< f(x) <6}
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2. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 3/1

13

m an.

a) Geben Sie die Dezimaldarstellung der rationalen Zahl

b) Wandeln Sie den periodischen Dezimalbruch 0.126 unter Verwendung der
geometrischen Summenformel in rationale Darstellung um.
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2. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 4/1

a) Die Folge (a,,) sei rekursiv definiert durch

1
a; =1, und an+1:an<1— ), n>1

Geben Sie fiir a,, einen expliziten Formelausdruck in Abhéngigkeit von n € N an.

b) Gleiche Frage wir unter a), fiir

a
n n >0

ap =2, und an+1:1 —
- Un

Hinweis: Induktion.
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2. Ubung [zur Ubersicht] Aufgabe 5/1

a) Wir betrachten die harmonischen Summen
n

Hi= ) >
j=1

Bestimmen Sie fiir vorgegebenes £ € N den Grenzwert

Sl

Hk;n

n

lim
n— oo

b) Berechnen Sie den Grenzwert

) 1+24+...4+n
lim
nsocon+n+...+n

c) Sei (a,) eine beschrinkte Folge. Bestimmen Sie den Grenzwert

. n+ an,
lim
n—oo Hhn +6

Hinweis: Einschlieungsprinzip.
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2. UbU_I’lg [zur Ubersicht] Aufgabe 6/1

a) Gegeben sei die Folge (ay,), mit

1\ "
a, = (c—i——) , ¢>0
n

Entscheiden Sie, fiir welche Werte des Parameters ¢ > 0 die Folge konvergiert
bzw. divergiert. Im Fall der Konvergenz geben Sie den Grenzwert an.

b) Die Folge (a,) sei rekursiv definiert durch

ar=c>0 und a,y = a,+— firn>1
an,

(i) Zeigen Sie, dass die Folge positiv und strikt monoton wachsend ist.

(ii) Ist die Folge konvergent? Falls ja, geben Sie den Grenzwert an. Falls nein,
erkldren Sie, was fiir n — oo passiert.

c) Gegeben sei die Folge (a,), mit

| =

2n
an =)
k=n+1

Zeigen Sie, dass die Folge monoton (wachsend oder fallend?) und beschrankt
ist. Ist sie konvergent oder divergent? Im Falle der Konvergenz geben Sie eine
Einschlieung fiir den Grenzwert an.
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2. UbU_I’lg [zur Ubersicht] Aufgabe 7/1

Die positive Folge (f,,) sei rekursiv definiert durch
f0:O7 f1:17 und fn:fn—1+fn—2 fU.I'?’LZQ

a) Wir wollen fiir die f,, eine explizite Darstellung herleiten. Dazu gehen wir wie
folgt vor:

(i) Verwenden Sie den Ansatz f, = 2" und bestimmen Sie den Parameter z
so, dass z" der gegebenen Rekursion geniigt. Sie finden zwei mogliche
Loésungen z; nennen wir sie p und ¢, mit p > q.

(ii) Zeigen Sie, dass dann jede Linearkombination cp” + d¢" ebenfalls der
gegebenen Rekursion gentigt (dabei sind ¢ und d beliebige Konstanten).

(iii) Welche Rolle spielen die gegebenen Anfangswerte fy = 0 und f; = 17
Zeigen Sie

b) Zeigen Sie
1- fn—H .
im =

n— 00 fn

Hinweis: Betrachten Sie die Folge (% — p).




ANALYSIS I FUR TPH WS 2018/19
2. UbU_I’lg [zur Ubersicht] Aufgabe 8/1

Sei (a,) eine Folge positiver reeller Zahlen.

a) Beweisen Sie: Falls (a,) gegen einen Grenzwert a > 0 konvergiert, dann ist die
Folge (1/a,) beschrankt.

b) Ist die Folge (1/a,) konvergent?
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2. UbU_I’lg [zur Ubersicht] Aufgabe 9/1

Vorbemerkung: Eine Funktion f(z) heifit stetig an der Stelle x = ¢, falls fiir jede
konvergente Folge (x,) — £ gilt

lim f(z,) = f( lim @,) = f(€)

n— o0 n—

a) Zeigen Sie: Die rekursiv definierte Folge (a,,), mit
ai=1 und a,,1=+vV1+a, firn>1

ist konvergent. Bestimmen Sie ihren Grenzwert.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass die Folge monoton wachsend und durch ¢ > 0
beschrankt ist. Versuchen Sie ein moglichst kleines ¢ zu finden, fiir das dies
zutrifft!

Um den Grenzwert zu bestimmen, verwenden Sie die Tatsache, dass die Funk-

tion f(z) =1+ z stetig ist (x > —1).

b) Schreiben Sie einige Folgenglieder explizit an. Welche ‘Struktur’ ergibt sich fiir
n—oo?
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2. UbU_I’lg [zur Ubersicht] Aufgabe 10/1

Folgen (a,) = (an)nen konnen mehrere Haufungspunkte haben. Den grofiten bzw. klein
sten Haufungspunkt bezeichnet man als Limes superior bzw. Limes inferior, und
diese lassen sich in folgender Weise definieren:

limsup a, = lim a, := inf (sup ak)
n— oo n—o0 neN >y
liminf a, := lim a, := sup ( inf ak)
n—00 n— 0o neN kzn

a) Gegeben sei die Folge

1l _20l1 _3n1_40q1 _5
0881, =505, =5,0, 3, =20, =2, 0, =2,... )
d.h.
0, n=30—-2
ay = 7, n=30—1, ¢ € N (Ausnahme: a; = 999)
—K%, n =30

Bestimmen Sie alle Haufungspunkte sowie Limes superior und Limes inferior.
b) Zeigen Sie

limsup (a, + b,) < limsup a, + limsup b,

n— o0 n— o0 n— 00

c) Geben Sie ein Beispiel an, fiir welches in b) ein ‘echt kleiner’ (<) auftritt.




