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e Aufgabe 1.

a) Eine einfache Approximation der Funktion | f(t) = sin(nt), t € [0,1]

ist gegeben durch ein

1

Polynom p(t) von moglichst geringem Grad, das an den Stellen ¢ = 0, 3,

Geben Sie dieses Polynom an.

1 mit f(t) iibereinstimmt.
a): 1.5 P.]

a+bt+ct® (Grad 2)

p(t)

Die Koeffizienten a, b, ¢ sind durch 3 Forderungen festgelegt:

Interpolationsaufgabe: Entweder Lagrange-Darstellung verwenden, oder (einfacher): Ansatz

0= f(0) £ p(0) = a
! c
L= () L p(d) = atg+ S
0=f(1) =p(l) =a+b+c
Losung:
a=0 = c¢c=—-b = b=4 c=-4
=

b) Eine einfache Approximation der Funktion .

g: [0,2] — [0,1], ¢g(t) = cost

ist gegeben durch

Kann man daraus auch eine Approximation der Umkehrfunktion von g konstruieren, und wie lauten

die beiden Funktionen g='(u) und q~(u) ¢ Bitte prizise begriinden!

b): 1.5 P.]

2
und ¢: [0, 5] — [0,1] ist daher bijektiv.
~  Bestimmung der Umkehrfunktion ¢ *(u) ~ g '(u) = arccos u:

Auflosen der Gleichung ¢(t) = u nach ¢ fiir u € [0, 1]:
t2 2

™

mit der nichtnegativen Wurzel

t = q '(u)

2

Ebenso wie g(t) = cost ist die Funktion ¢(t) =1 —4 ;—22 auf [0, Z] strikt monoton fallend,




e Aufgabe 2.
a) Geben Sie (mittels Differentialrechnung) fiir die Funktion
auf [0, 1] giiltige Lipschitzkonstante L an.

git)=t"+a (keN, a €R) | eine

[a): 1 P.]

t1) — gt <
lg(t1) — g(t2)] < i

somit L = k.

Aus dem Mittelwertsatz und mit ¢'(t) = kt*! folgt fiir alle 1,2, € [0, 1]:

max] 19'(0)] - |t1 — ta] = Kk |t1 — to

2z — sin(2
b) Berechnen Sie den Grenzwert lim0 w [b): 1 P.]
z— T
Dreimalige Anwendung der Regel von de L’Hospital:
lim 2x — sin (2x) _ lim 2 — 2cos (27)
=0 3 z—0 32
— lim 4sin (2x)
x—0 6:13
5 4
— im 8 cos (27) _4
z—0 3
) Bestimmen Sie die Partialbruchzer] ! [c): 1P
c estimmen Sie die Partialbruchzerlegung von | ————— c):1P.
sUne 22+ Tx+12
Ansatz (mit einfachen Nullstellen —3 und —4 des Nenners):
1 B 1 A N B
2?2+ Tx+12 (x 4+ 3)(x +4) r+3 x+4
=
1 = A(x+4)+ B(z+3)
=-3: 1=A(-3+4) =A
r=-4: 1=DB(-4+3) = —B
=
1 1 1
2?2+ T+ 12 r+3 x+4




e Aufgabe 3.

a)

b)

Sei g eine zweimal diffenzierbare Funktion. Geben Sie — in Abhéangigkeit von ¢" und ¢” — einen

expliziten Formelausdruck an fiir [a): 0.75 P.]
d2
=) g(sinh )
Mit Hilfe von Kettenregel und Produktregel erhélt man
d
o g(sinhz) = ¢'(sinhz)coshz,
d2
e g(sinhz) = ¢"(sinhx)cosh? z + ¢/(sinh z) sinh «
T
Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion | f(z) = 2*%) (2 > 0) b): 1 P.]

Kettenregel anwenden:

d (2?) _ d (2 Inz) _ (2° Inx) d . 4 _ (%)
%x —%e = ¢ %(x lnx) =z (2x1nx+x)

=z I(xz) (2 Inz + 1) = :1;(1 +a°%) (2 Inz + 1)

Ist die Funktion f(t) = sin (£* - sgn(t)) auf ganz R stetig differenzierbar?

(Genaue Begriindung! Beachten Sie, dass f ‘stiickweise’ definiert ist.) fc): 1.25 P.]

f dargestellt als stiickweise definierte Funktion:

£0 sin(—t?), ¢t <0 tetio auf R, da steti t =0 mit f(0) =0
ste a a a ste a.
sin(tz), t>0 stetlg aul ganz N, Stetig an !

f" dargestellt als stiickweise definierte Funktion:

() = { —2t cos(t?), t<0

21 cos(t?), 130 stetig auf ganz R, da stetig an ¢ = 0 mit f'(0) =0

Also: f auf ganz R stetig differenzierbar.
(Anmerkung: f” ist jedoch an der Stelle ¢ = 0 nicht mehr stetig .)
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e Aufgabe 1.

a)

b)

Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion | f(z) = z®") (2 > 0) a): 1 P.]

Kettenregel anwenden:

d % _ d (23z) _ (23nz) 4 /3 _ (%) 2 2
%x —%e = ¢ %(x lnx)—x (3x lnx+a:)

= z? :1;(x3) (3 Inx + 1) = 1}(2 +a7) (3 Inx + 1)

Ist die Funktion | f(z) = sin (sgn(z) - 2°) auf ganz R stetig differenzierbar?

(Genaue Begriindung! Beachten Sie, dass f ‘stiickweise’ definiert ist.) [b): 1.25 P.]

f dargestellt als stiickweise definierte Funktion:

sin(—z?), <0 , . .
flz) = L stetig auf ganz R, da stetig an x = 0 mit f(0) =0
sin(z?), >0

f' dargestellt als stiickweise definierte Funktion:

f'(2) “2wos(®), @S0 i auf gans R, da steti 0 mit £/(0) = 0
T) = N B )
22 cos(z?), x>0 stetig auf ganz R, da stetig an x mi

Also: f auf ganz R stetig differenzierbar.

(Anmerkung: f” ist jedoch an der Stelle z = 0 nicht mehr stetig .)

Sei f eine zweimal diffenzierbare Funktion. Geben Sie — in Abhéngigkeit von f’ und f” — einen
expliziten Formelausdruck an fiir [e): 0.75 P.]

2
— h
e f(coshx)

Mit Hilfe von Kettenregel und Produktregel erhélt man

d
o f(coshz) = f'(coshx)sinh x,
T

2

—— f(coshz) = f"(coshz)sinh?z + f’(cosh z) cosh =
dx?




e Aufgabe 2.

a) Eine einfache Approximation der Funktion | f: [0,7] — [0,1], f(x) =cosxz | ist gegeben durch

2

KI5
Q(x):1—4p

Kann man daraus auch eine Approximation der Umkehrfunktion von f konstruieren, und wie lauten
die beiden Funktionen f~'(y) und q~'(y) ¢ Bitte prizise begriinden! a): 1.5 P.]

Ebenso wie f(z) = cosz ist die Funktion ¢(z) =1 —4 ﬁ—i auf [0, 7] strikt monoton fallend,
und ¢: [0, 5] — [0, 1] ist daher bijektiv.
~  Bestimmung der Umkehrfunktion ¢~*(y) ~ f~'(y) = arccosy:

Auflésen der Gleichung ¢(z) = y nach x fiir y € [0, 1]:
2 2

mit der nichtnegativen Wurzel

b) Eine einfache Approximation der Funktion | f(x)=sin(7z), z €[0,1] | ist gegeben durch ein

Polynom p(z) von méoglichst geringem Grad, das an den Stellen z = 0, 1, 1 mit f(z) iibereinstimmt.

Geben Sie dieses Polynom an. b): 1.5 P.]

Interpolationsaufgabe: Entweder Lagrange-Darstellung verwenden, oder (einfacher): Ansatz

p(r) = a+bxr+ca? (Grad 2)

Die Koeffizienten a, b, ¢ sind durch 3 Forderungen festgelegt:

Losung:




e Aufgabe 3.

1
Besti Sie die Partialbruchzerl _- :1P.
a) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von P [a) /
Ansatz (mit einfachen Nullstellen —2 und —3 des Nenners):
1 B 1 _ A B
224+5x+6 (x 4+ 2)(x + 3) r+2 x+3
=
1 =A(@x+3)+B(z+2)
= 2. 1=A(-2+3) =4
—-3: 1=DB(-3+2) = -B
=
1 1 1
2+52+6 x+2 x+3

b) Geben Sie (mittels Differentialrechnung) fiir die Funktion
auf [0, 1] giiltige Lipschitzkonstante L an.

fz)=2"4+c¢ (n€eN, ceR)
[b): 1 P.]

eine

Aus dem Mittelwertsatz und mit f/(z) = nz""! folgt fiir alle z1, x5 € [0,1]:
[f(z1) = fz2)] < max |f/(E)]- |21 — x2| = n |1 — o
€€0.1]
somit L = n.
3z — sin(3
c) Berechnen Sie den Grenzwert lim0 w [c): 1 P.]
T — €T
Dreimalige Anwendung der Regel von de L’Hospital:
lim 3x — sin (3x) — lim 3 — 3cos (3x)
x—0 [E?’ x—0 3[E2
~ im 9sin (3z)
r—0 6;17
2
— lim 7 cos (3x) _9
z—0 6 2




