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Tragen Sie bitte oben Ihre persinlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschliefSlich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Die Grifie der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. Uberlegen Sie zuerst
bzw. machen Sie sich separate Notizen, bevor Sie IThre Lésung samt Herleitung eintragen.



e Aufgabe 1.
a) Zeigen Sie, dass die Gleichung | p(t) =1, mit p(t) =t> —¢* | eine eindeutige Lisung t € (1,2)

hat (genaue Begriindung!). (Versuchen Sie nicht, die Gleichung zu lésen.) a): 1.5 P.

o p(t) =1t> — ¢* ist stetig, mit
p(1)=0 und p(2)=14

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass es ein ¢ € (1,2) gibt mit p(t) = 1. v

e FEindeutigkeit: Es gilt
p(t) =t (t — 1)

t? und ¢t — 1 sind beide auf (1,2) positiv und strikt monoton wachsend. Daher ist dort auch p(t)
strikt monoton wachsend und somit injektiv, woraus die Eindeutigkeit folgt. v

b) Zeigen Sie, dass die Funktion | cos(2arcsin(z)) | fir z € [—1,1] mit einem Polynom p(x) tber-

einstimmt, und geben Sie dieses Polynom p(z) an. b): 1P.

Verwende Additionstheorem fiir cos:
cos(2arcsin(z)) = cos*(arcsin(z)) — sin®(arcsin(z))
= (1 — sin*(arcsin(z))) — sin(arcsin(z)) = (1 — 2?) — 2?

=1-22" = p(x), z€[-1,1]

c) Geben Sie fir | exp (Z ln(k:")> (n € N) einen maglichst einfachen Formelausdruck an, in dem
k=1

weder exp noch In vorkommen. c): 1.5 P.

n n n

eXp(i 111(/4?”)) = eXp(Z nlnk) = [[exp(nInk) = ﬁk” — (Hk>n = (n)"

k=1 k=1 k=1




e Aufgabe 2.
a) Bestimmen Sie den Grenzwert | lim (In(z —1) —2Inz +In(z + 1))

T — 00

Begriinden Sie Thre Antwort prézise. a): 1.5 P.

In(zx —1) —2lnz +In(z+1) = In(x — 1) +In(z + 1) — In(z?)
= In((x — 1)(x + 1)) — In(z?)
= In(z* - 1) — In(z?)

21 1
:lnm 5 :ln<1——2>—>0 fiir x — oo
T T

weil 1 —1/2% — 1 fiir z — oo und In stetig an der Stelle 1, mit In1 = 0.

b) (i) Verwenden Sie Differentialrechnung, um zu zeigen, dass die Funktion f: (0,00) — R mit

f(x) = arctan (z) 4 arctan (1) | konstant ist, und geben Sie den Wert der Konstante an.

(ii) Ist f, aufgefasst als Funktion f: R — R, stetig [fortsetzbar|? gerade? ungerade? b): 1.5 P.

(i) Anwendung der Kettenregel ergibt:

1 1 1 1 1
/ _ - — —_ — 0 = 1y :C: 1. \/
f(w) 1+ 22 1 + /a2 ( x2> 1+22 1422 /@) o

Fir x = 1 ergibt sich

f(1) = 2 arctan(l) = 2% ~ = g

(ii) f: R — Rist ungerade, mit f(z) = -7 fiir z < 0.
An z = 0 ist f unstetig (Sprungstelle).

c) Sei f(z) eine zweimal diffenzierbare Funktion. Geben Sie — in Abhéngigkeit von f" und f” — einen

expliziten Formelausdruck an fiir > c): 1P.
] f(coshz)

Mit Hilfe von Kettenregel und Produktregel erhélt man
d
. f(coshx) = f'(cosh z)sinh x,
x

2

e f(coshz) = f”(coshz)sinh®z 4 f’(cosh x) cosh x
T




e Aufgabe 3.

a) Gegeben seien zweimal differenzierbare konvexe Funktionen f und g.

Geben Sie eine zusdtzliche Bedingung an f und/oder g an, aus der folgt,

dass auch die Funktion| go f | konvex ist. a): 2 P.

Laut Voraussetzung gilt durchwegs f” > 0 und ¢” > 0.
1. und 2. Ableitung von g o f (Kettenregel, Produktregel):

(9o f)(z) =g (f(x))- f(x)
(9o )'(z) = (¢"(f(@) - F'(x)) - F'(2) + ¢ (F(x)) - f"(x)
=¢"(f(2)- (f'@)° +d(f(@) - f'(2)
N—_——

—— ——
>0 >0 >0

= go f ebenfalls konvex, falls durchwegs gilt ¢’ > 0 (¢ monoton 7; hinreichende Bedingung).

b) Die Gleichung| ex? +z =1 | hat fiir den Sonderfall ¢ = 0 die Lésung z = 1. b): 2 [+2] P.

(1) Wie lauten die Lisungen in Abhingigkeit von e fiir e > 072 Sind sie reell, positiv, negativ?

(ii) Wie verhalten sich diese Lisungen im Limes € — 0+7

(iii) Zusatzfrage [2 Extra-P.J: Sind die beiden Lésungen mit wachsendem e > 0 strikt monoton
wachsend bzw. fallend? (Begrindung!) (Rechnung—falls Sie Zeit dafiir finden — ggf. auf Extra-Zettel.)

(i) Zwei reelle Losungen:
—1++v1+4 —1—-+1+4
x1(e) = i 5 e > 0, xo(e) = T <0

5 2¢

(ii) ad x; = x1(e): Fiir € = 0 ergibt sich der unbestimmte Ausdruck ‘0/0’.

Bestimmung des Grenzwertes: Entweder durch algebraische Umformung,

—14+VIt+de  (—1+V1+4e) (—1-VI+4de) 11— (1+4e)

2e 2¢(—1—+1+4e) 2¢(—1—+1+4¢)

— 1 fir ¢ = 0+

2
1+ 1+ 4e
Einfacher mittels 'de I’'Hospital’:

. —14++1+4e .2 11+4a'4
lim = lim —~————
e— 0+ 25 e— 0+ 2

— ad z9 = x5(e) : Offenbar gilt
Ty — —oo fir e — 0+

(iii) [Zusatzfrage]: xi(g) bzw. z5(e) ist fiir wachsendes € > 0 SM | bzw. SM 1.

Fiir 1 erkennt man das aus obiger algebraischer Umformung. Beides folgt auch aus

x,(g)_\/1+4g—(1+25)<0 x,(é_)_\/1+4g+(1+2g)
! 2e2/1+4¢ 7 ? 2e2y/1+4¢

(beachte v/1+4e < 1+ 2¢).

>0




