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— Keine elektronischen Hilfsmittel. Arbeitszeit: 90 min. —

1 FAMILIENNAME 1 Vorname T Studium / Matr.Nr.

Tragen Sie bitte oben Ihre persinlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschliefSlich die in die entsprechenden
eingetragenen Antworten.

Die Grife der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. Uberlegen Sie zuerst bzw. machen
Sie sich separate Notizen, bevor Sie Ihre Ldsung eintragen.



e Aufgabe 1.
a) Das Polynom | p(z) = 2® +32% —42 — 12 | hat die Nullstelle z = 2.

Berechnen Sie die weiteren Nullstellen. (Erraten gilt nicht als Losung.) a): 1.5 P.

Polynomdivision durch x — 2:

x"3 +3x"2- 4x-12 / x - 2 = x"2+5x+ 6
- x"3 - 2 x72

- 5 x72 - 10 x
- 6x-12
- 6 x - 12
e 8___
Mit der quadratischen Losungsformel erhalten wir die zwei weiteren Losungen: = = —3, x = —2.

b) Untersuchen Sie die Konvergenz der Folge (an), mit | a, = cos( nf ) in Abhdngigkeit von
n+x

xz € R, und geben Sie im Fall der Konvergenz ihren Grenzwert an. (Begriindung!) 0): 1.25 P.

Aus nx T .
= — — x fir n— o0
n+x I+

folgt mit der Stetigkeit der Cosinusfunktion: Die Folge ist konvergent fiir alle z € R, mit dem Grenzwert

lim cos ) = cosx

n—00 (n—i—x

&9 k
c) Fir welche v € R konvergiert die Rethe % (1—373:2)’“ ?
Geben Sie Im Fall der Konvergenz auch thren Wert an. c): 1.25 P.
e T
Geometrische Reihe ¢*, mit ¢ = ———, konvergent fiir
k=2 1 + 352
lgdf <1 < ’%’ <1 & %< (14—31:2)2 =14+222+2' & 0< 142242 v
x

Die Reihe konvergiert fiir alle z € R, mit

x 2
2 (1+.772)
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e Aufgabe 2. = 2
2 ;
a) Untersuchen Sie die Konvergenz der Reihe Z <1 = k‘> a): 1.25 P.
k=3
Beachte zunéchst: 1 9\ k e 9\ Kk - 1 9\ k k
k k N k
Wurzelkriterium — N
2
lim ar = lim (1 — ) =e¢?2<1 = konvergent
1

b) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von b): 1.5 P.

" 4

Der Nenner lautet 22 (1 + ), mit doppelter Nullstelle z = 0 und einfacher Nullstelle z = —1.
~ Ansatz: 1 1 A B C

x2+x3:x2(1+x) x+a:2+:1:+1

= 1=Az(l+z)+B(l+2)+Ca’

-~ ... A=-1,B=1,C=1
N S S
24+23 oz 22 14z

c) Wie viele Nullstellen hat die Funktion | f(z) =2 (1+2?) —1 | im Intervall (0,1)? (Begrindung!)

Hinweis: Versuchen Sie nicht, die Nullstelle(n) zu berechnen. c): 1.25 P.

o f(r) =%+ — 1 ist stetig, mit
F(0)=-1<0 und f(1)=1>0.
= [ hat mindestens eine Nullstelle in (0, 1).

e f ist durchwegs strikt monoton wachsend und somit injektiv.

= f hat genau eine Nullstelle in (0, 1).




e Aufgabe 3.

1 1
a) Entscheiden Sie, ob die Funktion | f:(1,00) — (0,00), z — — I~ 251 bijektiv ist, und
x? — 7
geben Sie ggf. thre Umkehrfunktion an. a): 1.5 P.
Beachte zunéchst (:I:Q +1)— (552 —1) 9

flz) =

(@2 +1)(22-1)  a*t-1
e Injektivitdt: v da strikt monoton fallend
e Surjektivitdt: f ist stetig, mit
Jig 1) = 0. s0) =0
Zwischenwertsatz = f ist surjektiv.
e f ist also bijektiv. Umkehrfunktion: z = f~1(y).
Dies entspricht der eindeutigen Losung x > 1 der Gleichung f(x) =y fiir y > 0,

2
z=f"y) = {1+
Y
b) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion | f(z)= (@) c): 1.25 P.
Kettenregel anwenden:
di x(m‘j) _ dd 6(:L'3 Inz) _ e(:L'3 Inz) dd (x‘i lnx) _ x(az‘j) (3x2 1n:1:+a:2)
x x x

11;2 :L'(‘/L‘:S) (3 hl xr + 1) = IL(Q +l‘3) (3 hl[L’ + 1)

c) Verwenden Sie Differentialrechnung, um zu zeigen, dass die Funktion f: (0,00) - R mit ¢): 1.25 P.

f(z) = arctan (z) + arctan (1) konstant ist, und geben Sie den Wert der Konstante an.

Anwendung der Kettenregel ergibt:

1 1 1 1 1
F@) = Y iy ( x2) 1+2%  1+a2 /(@) o

Fiir £ = 1 ergibt sich
f(1) = 2 arctan(l) = 2
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