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ein bisschen theorielastig):

Qualitative Argumentation der Existenz einer Nullstelle

Aufgabe 10: Approximation der zweiten und dritten Ableitung
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Berechnen Sie die Ableitungen nach x:

a) (L] 4 cos(asin(Bz))
b) [ & (flah())”
) [L] () &(f(@)- g(2) h(z)) (i) & (fi() -~ fu(z)), n€EN

Hinweis zu (ii): Verwenden Sie >~ und [ [, um das Ergebnis auszudriicken. Kiirzen

Sie ab: L fi.(z) = f.

d) [L] Lt x>0

z? — 8, z <3
l+In(x—2), >3

e) L]  #fl2) fix f(z) = {

Was passiert an der Stelle z = 37

f) L] &/ (9(@)

a) Kettenregel ~~
d

= cos(asin(fr)) = —afsin(asin(fr))cos(S)

b) Kettenregel mehrfach ~
L(Flgh(@))” = 2 f(g(h(x))) f(g(h(x)) g'(h(x)) I (x)

c) (i) Produktregel ~~
i (f(@) - g(x) - h(z))
= & (F(@) - g(x)) - hiw) + (f(2) - 9(2)) -  h()
= (f'g+ fg)h+fgh' = flgh+ fg'h+ fgh!
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(ii) Analog wie in (i) (n = 3) fir allgemeine n € N:
Ein einfaches Induktionsargument zeigt

(froofa) = ffofot fifs - fut o+ fifo fusifn

n

S (T - T10)

k=1 j=1 j=k+1

d) Kettenregel & Produktregel ~~

d v _ d  rlnx _ _rlhxr d
—at = e = e s (xInz)
— ewlnm(a:%Jrl-lnx) (14+1Inx)x

e) Die Funktion ist stetig, mit f(3) = 1. Weiters:

o) = {2156, x <3

— >3

r—2"

An x = 3 ist f nicht differenzierbar, da linksseitige und rechtsseitige
Ableitung nicht tibereinstimmen (Eckpunkt):

lim f'(x) = lim f'(z) =1

T —3— T — 3+

f) Kettenregel & Ableitungsregel fiir Umkehrfunktion —~~

4 () = (FY (g() g'la) = — 217
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Uberlegen Sie, wie die moglichen (reellen) Losungen u(x) der folgenden Differential-
gleichungen aussehen. D.h., es ist jeweils eine reelle Funktion u(x) moglichst allge-
mein zu anzugeben, so dass gilt

a) [L] u'(z) = Au(z), AeER

b) [L] u'(z) = wu(z), w>0
Hinweis: Zwei Losungstypen. What about w =07

c) [L] Fortsetzung von b):Denken Sie an Hyperbelfunktionen (falls Sie nicht
schon zuvor daran gedacht haben).

d) [L] u'(z) = —w?u(z), w>0
e) [L] u(z) = whu(z), w>0
f) [L] u(z)=0, neN

g) L] wu(@)u(z)=c, c€eR

Fiir welche z > 0 ist die Lésung reellwertig?

a) Allgemeine Losung von v/(x) = Au(x):

u(x) = ce’”, ceR

b) Zwei Losungstypen u = uy, us fiir v”(x) = w? u(z):
u(x) = Cre?’, wug(x) = Cye™™", C1,0 € R
= allgemeine Losung (mittels Superposition) :
u(x) = Cre”" +Coe @' C,Cy € R
Die Superposition ist O.K., weil
u(z) = ul(z) +uh(z) = wuy(z) +wiuy(r) = Wrulz) v

w = 0 ist ein Sonderfall: u(z) = Cy + C .

c) Man kann in b) auch so superponieren:
u(z) = Cycosh(wz)+ Cysinh(wx), C1,Cy € R
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d) Ahnlich wie in ¢), aber mit cos, sin anstelle von cosh, sinh :
u(zr) = Crcos(wx) + Cosin(wex), C,Cy € R

e) Ahnlich wie in c),d):
u(zx) = C}cosh(wx)+ Cysinh(w x) + C5cos(w ) + Cysin(w x)

(direkt zu verifizieren).

f) Allgemeine Losung von ul™(z) = 0:

w(z) = ag+a x+ ... Fa,_ 2",

ein beliebiges Polynom vom Grad < n — 1.

g) Aus u(x)u/(x) =1 (u?)(x)folgt
(W) (z) = 2¢ = w(xr) = 2cx+D, DcER
= allgemeine Losung:

w(r) = £V2cx+ D, D eR,

diese ist reell fir alle x mit 2cx + D > 0.
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a) [L] Bestimmen Sie die [kleinstmogliche] Lipschitzkonstante fiir die Funktion
f(z) =2" (n€eNy), ze€]l0,1]
(i) direkt ausgehend von der Definition der Lipschitz-Stetigkeit,
(ii) mittels Differentialrechnung.

b) [L] Beweisen Sie die globale Lipschitz-Stetigkeit der (nichtnormierten) Gaufl-
schen Glockenkurve f(z) = exp(—z?), z €R

Wie lautet die kleinstmdogliche Lipschitzkonstante?

n n

a) (i) Faktorisierung von f(x)— f(y) = 2" —y" ~
@ =y = 2" " Py Ly Ty T e -y

< max |z" 2" Py 4 bay" Ry e -y
z,y €[0,1]

= nlz—y|
= Lipschitzkonstante L = n
(ii) Mittelwertsatz = kleinstmogliche Lipschitzkonstante:

L pu— / pu—
ma |F(@)] = n

b) f ist gerade. Verwende Mittelwertsatz. Ableitung von f:

fl(z) = —2x e (ungerade)
Es gilt f'(x) — 0 fiirex — oo (Nachweis z.B. mittels de 'Hospital).
Minimaler und maximaler Wert von f’ fir f”(x) = 0, mit

Flz) = (4a2—2)e™ (gerade)
= _ 2 _ 2

Lmin = IR Lmax = 2
mit
f/(xmin) - % ) f/(xmax) — %

= kleinstmogliche Lipschitzkonstante:

L= /2~ 085
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Berechnung der Grenzwerte von Funktionen mittels Regel von del’Hospital (I'H):

a) [L]

. sinx
lim =N
z—0 €T

Argumentieren Sie auch direkt mittels Ableitung, ohne Bezugnahme auf 1'H.

b) [L]
0 2
fim S0)
x—0 smn“x
c) [L]
2 n
lim (_n +n+4) =
n — 00 n2—|—3
Hinweis: log.
a) ‘0/0°, mit sinz = O(z) fir v — 0:
. slnx g .. COST
lim = lim =
xr—0 s r—0 1
Bzw. ganz direkt:
. sinx ~ sinx —sin0 _
lim = lim = dismx| = cos0 =1 V
r—=0 x—0 x — 0 X =0

b) ‘0/0°, mit sin(z?) = O(2?) und sin’x = O(z?) fiir z — 0
~ 2X TH ~»

9 9
sin(x ) cos(x?)-2x
lim ,(2 ) L lim ( )
r—0 sin‘zx r—0 28INI - COST
I'H
= :1
c) Mit n®+n-+4 n+1 1
= 1+ ~ 14+ — fir n — o0
n?+3 n? 4+ 3 n

vermutet man: Der Grenzwert lautet e. Ein sauberer elementarer
Beweis dafiir ist eher mithsam. ‘I.H’ ist hier praktisch, indem man n
als als kontinuierliche Variable auffasst und logarithmiert:
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(1 + 1)
n+1\* __ n+1 - n-+3
ln(l—knz—ig) —nln(l—kng—ig) = T
% d
_(n+3)(n—21)
. ni1\n TH . (n2+3)
nh—>moo In (1 T 712—:'3) - - nh—>moo _% :
= , n?+n+4\n
lim ( 5 ) =ec Vv
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a) [L]

b) [L]
Grad n der Gestalt

Sei k € {0,1,...,n}.

d7

dxi (CL’ - g)n’ ] - 07 1727 :

o x)n—k‘,

Pen(z) = z* (1

(4)

Charakterisieren Sie j € {0, 1, .

Sein € N und§ € R. Berechnen Sie die Ableitungen

Fiir gegebenes n € N betrachten wir die Familie von Polynomen vom

k=0...n

..,n}, so dass gilt

a) Fur]:O71727gllt

) 0 ) )

jzli j_xll(x_g)n:n-(x_é“)n—l

J=n—1: j;z__ll(ﬂf—f)n:n(n—l)...g,(x_g)l

)= (=& = nl

jg>n: j?jj(ﬂf—f)":()

> . - |

i n %x_5n]7'}§n
%@7 " = {(/J)!< )

J>n

b) Leibniz’sche Produktregel fiir hohere Ableitungen ~~

Ki@;
)

A

-

i<k & p)

- j<n—k &

)

j —k ' k
(=) + () et -

J4 j—r n—
%xk : —j;j_f(l—x) h
. .
dci‘fj_l(l—x) F ..
J(0)=0
pi(1) =0

ai k|
d:tjx

+ (%)
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a) [L] Jede Funktion der Gestalt
f:(0,00) = (0,00), y=f(z)=2° (c€eN)
ist bijektiv und differenzierbar. Es gilt f~!(y) = y'/¢, f'(z) = cz', und

(F) () = Lyt

Herr Rembremerdeng iiberlegt, ob diese Formel fiir (f _1)/(y) tatsichlich richtig
ist. ! Immerhin kennt er den Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion und
kommt so auf das richtige Ergebnis. Wie lautet seine Argumentation?

b) [L] Die Funktion
f:(0,00) = (0,00), y=f() =wet
ist bijektiv (da strikt monoton wachsend) und differenzierbar. Ihre Umkehr-

funktion W(y) := f~!(y) ldsst sich nicht direkt durch elementare Standard-
funktionen darstellen.

Driicken Sie W’(y) mittels y und W(y) aus. (Anders ausgedriickt: Leiten Sie
eine Differentialgleichung fiir W (y) her.)

(F ') : :
| 11 1 e

a) Ableitung der Umkehrfunktion: Fir y = f(z) = ¢ gilt
f,(x) c ch_l mit r f (y) Y
—1)/ — = — = —

v

b) Ableitung der Umkehrfunktion: Fiir y = f(x) = ze” gilt
1 1 x

W/<y) - f’(ﬂ?) - (1_|_gg) e’ - 51369‘3(1 -|—£U) mit = W(y)’ wer =y
~ o Wiy
Wily) = y(1+W<y>)

Anmerkung: Die Funktion W heifit ‘Lambert W - Funktion’.

[l

LFiir ¢ > 1 ist ja 1/c ¢ N. Natiirlich wissen wir, dass das O.K. ist, aber R. hat in der Vorlesung mit seinem Handy
gespielt und nicht aufgepasst.
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a) [L] Wie lautet die quadratische Interpolierende p(x) zu den Daten
{(0,0), (3,d), (1,1)} (d€R) 7

b) [L] Fiir welche Werte von d € [0, 1] gilt
p(z) € [0,1] fiir alle x € [0,1] 7

Zeigen Sie auch: In diesem Fall ist p strikt monoton wachsend (S.M. 1) auf [0, 1].

Hinweis: Sehen Sie sich die Nullstellen von p(z) und p(z) — 1 an.

a) p0)=0,p(3) =dpl)=1 ~ ... ~
p(z) = 2—4d)2* + (4d—1)x

b) - Sonderfall d =35: p(z) =z SM.tTauf [0,1]
— Allgemeiner Fall (d # 1):

4d—1
e Nullstellen von p(z): z =0, sowie! & = 15
Es gilt
plx) >0 firallex € (0,1) < £¢(0,1)
h.
d entweder ¢ <0 < i§d<%
oder E>1 & d> %
1
e Nullstellen von p(z) —1: z =1, sowie® n = 175
Es gilt
plx) <1 firallex € (0,1) < n¢&(0,1)
d.h.

entweder 17 <0 < d<%
oder n>1 & %<d§

>l

¢

=

p(z) €[0,1] firalle z €[0,1] < de|

)

=]

17

/

W

L Fiir d = i ist £ = 0 doppelte Nullstelle.

2Fiird = % ist £ = 1 doppelte Nullstelle.
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e Nachweis der strikten Monotonie von p auf [0,1] fiir d € [1,2] -

Ableitung von p(x):
pllz) =202 —4d)x+ (4d —1)
~  fiirx € (0,1):
(i) de [1,3) (mit2—4d >0 unddd—1>0):
plr)>4d—-1>0 SMT V
(i) d € (3,2] (mit2—4d <0 und4d—3>0):

ple) >22-4-3z+(Ad—1) = —2zx+4d—1
> —244d—1=4d—-3>0 SM1T V

(Der Sonderfall d = 3 entspricht dem Grenzfall zwischen (i) und (ii).)

Verlauf von p(z):

Ny
0.81
0.61
0.41
0.2-

0.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

—— =0 —d-=1 —d=% —d=%
T
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Wir betrachten den rechten Ast einer Hyperbel, der durch die Parametrisierung
z(p) = a coshy
y(p) = bsinh

gegeben ist (mit vorgegebenen Konstanten a,b > 0).
Sei ¢ = (t) eine Funktion der Zeit ¢; dann reprisentiert die vektorwertige Funktion

t = Pt) = (z(p(t), y(e(t)))

eine zeitabhéngige Bewegung eines Punktes P entlang des Hyperbelastes.

v €R

a) [L] Denken Sie sich die Funktion ¢(¢) vorgegeben. Dann représentiert die
vektorwertige Funktion

t e o(t) = (£2(e(t), S y(e(t)))

den Geschwindigkeitsvektor der Bewegung (tangential zur Bahnkurve) als Funk-
tion von t. Geben Sie die Funktion v(t) explizit an (in Abhéngigkeit von p(t)).

b) [L] Gesucht sind nun diejenige Funktionen ¢(t), fir die die Bewegung des
Punktes entlang des Hyperbelastes mit konstanter Geschwindigkeit erfolgt.
Leiten Sie eine Differentialgleichung der Gestalt

P"(t) = fp(t), (1))

her, deren Losungen ¢(t) die gewiinschte Eigenschaft haben. Wie lautet die
Funktion f7?

a) Geschwindigkeitsvektor (mittels Kettenregel) :

o(t) = [%xw(t»] B [a%coshw(t»] B [asmh<so<t>>w’<t>]
% y(p(t)) b % sinh(p(t)) b cosh(p(t)) '(t)
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b) Quadrat der Linge des Geschwindigkeitsvektors aus a) : !
(a2 sinh? ¢ + b? cosh? ) (¢ )?
Forderung: Dies soll konstant sein  ~~

0L 2 (@it ¥ coty) ()
= (2 a” sinh ¢ cosh ¢ + 2 b* cosh ¢ sinh gp) (¢')?
+ (a2 sinh? o + b? cosh? cp) 2"
~
— Entweder gilt ¢’ = 0 (‘Stillstand’),
— oder fiir ' # 0: Differentialgleichung fiir ¢ = ¢(t):
(a® 4+ b*)sinh p coshp .,
a2 sinh? o + b2 cosh? ¢
B L(a@*+b%)sinh(2¢)
a2 sinh? ¢ + b2 cosh? o

" = flo,¢) =

[l

! Hier lassen wir der iibersichtlicheren Schreibweise halber das Argument ¢ weg. In der Rechnung verwenden wir
Produktregel und Kettenregel.
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Gegeben sei eine Funktion f € C'[a,b] mit der Eigenschaft
f(a)=f(b) =0 wnd f(a)- f'() >0

a) [L] Zeigen Sie: Es gibt ein & € (a,b), so dass f auf [a,&] strikt monoton
(wachsend oder fallend) ist.

b) [L] Zeigen Sie: f hat (mindestens) eine Nullstelle in (a, b).

Anmerkung: Anhand einer Skizze erkennt man ‘optisch’, dass diese Behauptungen
sehr plausibel sind. Sie sollen jedoch einen formal sauberen Beweis fiihren.

Sei z.B. f'(a) > 0 und f(b) > 0 (anders herum alles analog).

a) Laut Voraussetzung ist f’ stetig. ‘Vorzeichenbestandigkeit’ =-
Es gibt ein £ € (a, b) mit f/(x) > 0 fiir alle x € [a, £].
D.h., f ist auf [a, £] strikt monoton wachsend. v/

b) Ausa) folgt f(z) > 0 fur alle = € (a,£].
Analog zu a): Es gibt ein 7 € (a,b) mit f(y) < 0 fiir alle y € [n,b).
= Esgibt z,y mita <z <y < b mit

flx) > 0> f(y)

Zwischenwertsatz fiir f =

Es gibt ein z € (z,y) C (a,b) mit f(z)=0. v

Beispiel:
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Die folgenden Differenzenquotienten werden (fiir hinreichend kleines h) zur numeri-
schen Approximation der entsprechenden Ableitungen verwendet, falls ein Formel-
ausdruck fiir die Ableitungsfunktion f’ nicht verfiigbar ist. Hier ist zu zeigen, dass
diese fiir h — 0 tatséchlich gegen die genannten Ableitungen konvergieren.

a) [L] Sei f zweimal stetig differenzierbar. Zeigen Sie

. f(CL’—i—h)—Qf(CE)-i—f(x—h) "
pus 12 = @)

b) [L] Sei f dreimal stetig differenzierbar. Fiir welchen Wert von ¢ # 0 gilt

. fl@+2h)-2f(x+h)+2f(x—h)— fl(x—-2R) ,,
}}1_>mo B3 = f"(z) 7

Wir verwenden mehrfach die Regel von de ’'Hospital
(‘0/0’, Ableitung nach h fiir festes x).

a) o fa ) =2 f(@) + fa—h)
h—0 h?
oy SEth) = e
h—0 2h
lgl }}ILHO f”($ + h) —|2_ f”(ﬂ? o h) _ f"(:c) v

da f, ', " stetig.

b) o f@t2h) —2f(x+h) +2f(x—h) - flz—2h)
P ch?
o 2f(x+2h)—=2f(x+h)—2f(x—h)+2f(x—2h)
= lim
h—0 30h2
NI 4f"x+2h)=2f(x+h)+2f(x—h)—4f"(x—2h)
- h,l—>mo 6ch
Y 8f"x+2h)=2f"(x+h)—=2f"(x—h)+8f"(x—2h)
— a0 6c

= f"(z) fir ¢ =2
da f, f', f", ["" stetig.




