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Beispiel 1.
Durch die beiden gewohnlichen DGLen (mit Anfangswerten)

P(0) = 1-2(), =20)=0, md g =22 o=t
sei eine ebene Kurve (o) = (z(0),y(0)) festgelegt.
a) Man zeige

r(o) = [ ! ;,—/63_0 ]7

indem man die Losungen der gegebenen Anfangswertprobleme explizit berechne.

/dm
c

entlang des Kurvenabschnittes C' von ¢ =0...2.

b) Man berechne

¢) Ein Massepunkt bewege sich entlang der Kurve, wobei die Dynamik der Bewegung dadurch be-
schrieben wird, dass der Kurvenparameter o als Funktion der Zeit t vorgegeben ist:

o(t) =t (Start bei t =0.)

Man berechne den Betrag der Geschwindigkeit des Massepunktes zum Zeitpunkt ¢ = 1, ohne die
Formel 7(t) = r(o(t)) fiir die Bahnkurve explizit aufzustellen. (Kettenregel!)

LOSUNG

a) Losung der gegebenen Anfangswertprobleme fiir z(o), y(o) ergibt genau
z(o) 1—e™© ]
r(o) = = A
( ) [ y(a) ] [ 6(7/3

b) Auswertung des Kurvenintegrals:

%2 2 2 1
/d.’l?: / 1-2'(0)do = / e ’do = —e° =1--.
@ o=0 o=0 o=0 e

c) Verwendung der Kettenregel ergibt fir 7(¢) = r(o(t)):

(elementare Rechnung).

H0) = (o) = —r(o(0) 5 olt) = 32 [ ;;3]
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Beispiel 2.

Gegeben sei der Kegel K,
2

R

2, .2 2

L 0<y<H

Z z <H> Yy, SY>

mit Basisradius R und Hohe H, und die Dichtefunktion (Massendichte im IR?)
p(w,y,2) = 6(z® + 2°).

Bestimmen Sie das Trégheitsmoment von K beziiglich Rotation um die y-Achse, d.h.

/K p(z,y, 2)(x? + 2*)dV.

Eine Skizze ist niitzlich.

LOSUNG

Substitution von Zylinderkoordinaten unter Beriicksichtigung der Drehachse fithrt zum Ziel:
x=rcosp, y=vy, z=rsing (Zylinderkoordinaten beziiglich der y-Achse!)

Dabei ist der Betrag der Funktionaldeterminante wiederum ‘ det(Sg’f’;;)) =r.

Der transformierte Integrand setzt sich zusammen aus
e der transformierten Dichte p(z,y,z) = 612,

e der transformierten Gewichtsfunktion y* + 22 = r?

, sowie
e der Funktionaldeterminante r.

Daher (am einfachsten mit innerstem Integral beziiglich r):

127 RS H . 2RSH~
/0 ydy = .

2 de o " %y6 5d dy d
/Kp(ff?,y72)(y +27)dV = /wo/yo/ro rareydy = Tepre 7



Beispiel 3.
Gegeben sei die gewohnliche DGL

. V2

o= (a+-), (1)
wobei a > 0 eine beliebige Konstante.

a) Man zeige, dass (1) eine spezielle, konstante Losung der Gestalt v(t) = C besitzt und gebe die
Konstante C an.

b) Man l6se das Anfangswertproblem fiir die DLG (1) mit der Anfangsbedingung
v(0) = a?,

und diskutiere den Verlauf der Losung v(t) fiir ¢ > 0.

LOSUNG

Il
e

a) Fiir eine konstante Losung v(t) = C' muss gelten 0(¢) = 0, also aufgrund von (1): o = a+
Die gesuchte spezielle Losung lautet daher

Qe

Integration ergibt die allgemeine Losung

_ t 1
—wlza—l—C = w<t>:_§+0’
also
v(t) = a(w(t)—a) = —a( 5 C—I—a)
Die Anfangsbedingung v(0) = a? ergibt
1 1
2 _ _ . _
a? = v(0) = —a(c—i—a) = C = 90’

also lautet die Losung des Anfangswertproblems

1 1 1+ 2¢
v(t) = a(gla:;—oz> = a2<§t—1) = 0[21—225'

Fir t € [0, %) ist die Losung positiv und monoton wachsend; sie wéchst gegen +oo fiir ¢ T % :



