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Aufgabe 1.

Der Bereich B wird von dem Paraboloid 2 + y? = 2z — 2 und der Ebene z = 3 begrenzt.

Die linke Hélfte des Paraboloids By (in der z < 0 ist) besitzt konstante Dichte p. Die rechte Hilfte
By (z > 0) ist ebenfalls homogen, jedoch mit der doppelten Dichte: 2p.

Weiters sei die Masse mp von B gegeben: mp = 6mp.

Berechnen Sie die z-Koordinate des Schwerpunkts von B.

Gehen Sie dazu folgendermaflen vor:

1. Denken Sie sich nun B in seine Hilften B; und Bs geteilt, siche Abbildung 1. Geben Sie
Ungleichungen fiir die Grenzen Ihrer Integrationsvariablen in B; sowie in By an.

2. Berechnen Sie die z-Koordinate des Schwerpunkts von B mit Hilfe der Integrale | B, prdV und
/ B, 2pxdV.

Abbildung 1: Skizze zweier Schnitte des Paraboloids

LOSUNG

1. Nach Substitution in Zylinderkoordinaten mit z als Drehachse ergibt sich fiir die Grenzen ¢, r
und 2z von B; und B, gemif obiger Skizze:
Grenzen von Bj:
T/2<@<3m/2, 1<2<3, 0<r<+v2z-2.

Grenzen von Bsy:
—7m/2<p<7/2,1<2<3, 0<r<+v2z-2.
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Abbildung 2: Skizze zweier Schnitte des Paraboloids

2. Unter Beriicksichtigung der Funktionaldeterminante r» und dem transformierten Integranden
x = rcos p ergibt sich fiir das Integral {iber Bj:

3n/2 3 V222
/ xpdV = p/ / / r? cos pdrdzdy
B =2 J1 Jo

3mw/2 3 V222
= p/ oS gpdgp/ / r2drdz
/2 1 Jo

2 3
= _Ep (22 — 2)%dz = (Nach Substitution 2z — 2 = v)
1
2p s Gdp
AT

Das Integral iiber By ist &hnlich zu berechnen. Man muss nur p durch 2p ersetzen und das
Integral iiber ¢ neu berechnen: fj{iQ cos pdp = 2. Daher ist [, 22pdV = 2%%,

Die z-Koordinate des Schwerpunkts ergibt sich nun indem man die Summe dieser beiden Inte-
grale durch die Masse von B dividiert:
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Aufgabe 2. Drei Differentialgleichungen verschiedenen Typs.

a.) Gegeben sei die nichtlineare Differentialgleichung

2
y'Inz = % (1)

mit der Anfangsbedingung

yle) =1, (2)

wobei mit e die Eulersche Zahl bezeichnet werde. Geben Sie die Losung y = y(x) von (1) und
(2) an. Verwenden Sie die Methode der Trennung der Variablen.
Hinweis: Auftretende Integrale lassen sich mittels Substitution 16sen.

b.) Gegeben sei die homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
9y" — 24y’ + 16y = 0. (3)
Geben Sie die allgemeine Losung von (3) an.
c.) Gegeben sei das skalare Feld
®(z,y) = In(3y* + 5y + 7) cos(z?). (4)

Geben Sie eine exakte Differentialgleichung an, die (4) als erstes Integral besitzt.

LOSUNG

)
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Die Integrale werden nun wie folgt gelost.

d 1
—32/:—7 und
Y y

d = d
/Ile_{ dé = %}:x }_/f—ln]ﬂ—i-c—ln]lnx\—i—c_

Einsetzen ergibt daher
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——=In|lnz|+¢
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~ In|lnz|+c



Mit der Anfangsbedingung (2) gilt nun

1 (e) 1 1 1
Y In|lne| + ¢ In|l|+¢ c
Also erhélt man ¢ = —1 und die Losung lautet somit

1
ylw) = CIn|lnz|—1

Das charakteristische Polynom von (3) lautet
9N? — 24X+ 16 = 0.

Mittels der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen erhélt man die doppelte Nullstelle
A = 3. Die allgemeine Losung von (3) lésst sich daher durch (siche Skriptum)

y(z) = Ae'/3* 4 Brel/* (A, B € R)
darstellen.

Die allgemeine Form einer exakten Differentialgleichung, die das Skalarfeld & = ®(z,y) als
erstes Integral besitzt, lautet

p(z,y)dz + q(z,y)dy = 0,

wobel

0o 0P
plry) =G0 wd gley) = 5

gilt. Damit sind also nur die partiellen Ableitungen von ® zu berechnen und man erhélt

0P

p(x,y) = a9 —21In(3y* + 5y + T)xsin(2?) und
0P 6y + 5) cos(z?
Jy 3y +by+7

und damit die Differentialgleichung

(6y + 5) cos(z?)
3y? + 5y + 7

—21In(3y* + 5y + 7)zsin(z?)dx + dy = 0.






Aufgabe 3.

a) Die Kurve C sei gegeben durch

u? sinu
C, = {rl(u) = , Ogugumd}.
1.3

Man gebe die Parametrisierung 7; dieser Kurve nach der Bogenlidnge an.
b) Gegeben sei das ebene Vektorfeld a(z,

y)
Teilchens als r(s) = (x(s),y(s)) = /s (1

= Vg(z,y) mit g(z,y) := 5 2%y?, und die Bahn eines
,$). Man bestimme den Wert des Kurvenintegrals

I(t) = / a- dr
c(t)
entlang des Kurvenabschnittes C'(t) := {r(s), 0 < s < t}, als Funktion in Abhéngigkeit von ¢.

LOSUNG
a) Bogenldnge als Funktion von u:

s(u) = / ZO"““”)'d”’ mit |r (v)]

2vcosv — v?sinw
also

V3 0?

2vsinv 4+ v? cosv

20V 1+ 02,

1

+u? ¢
— VEdE =

Nl

s(u) = 2 / vV1+v2dv = [Substitution 1+ v* = ¢, 2vdv = d¢]
v=0

1+u?

Sl :2<(1+u2)%—1>.
£=1 y e 7

Inversion dieses Zusammenhanges (Auflésen nach s > 0) ergibt

u:u(s):\/<1+%s>§—1,

und Einsetzen in die gegebene Parameterdarstellung fiir C5 ergibt die Parametrisierung iiber
die Bogenléinge als 7(s) = 71 (u(s))

b) Laut Angabe ist a = V¢ ein Gradientenfeld =

I(t) = g(r(t) — g(r(0)) = 5 (VE)* (Vit)* =0 =51






