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Aufgabe 1. Die durch die Gleichung

(22 + y? — 202)" = 46 (% + 47 , b>0,
gegebene Kurve — im Folgenden mit C' bezeichnet — ist die sogenannte Kardioide.

a) Zeigen Sie, dass die Kurve in Polarkoordinaten die Darstellung (@) = 2b(1 + cos ) besitzt.
Begriinden Sie den Definitionsbereich von ¢, ndmlich 0 < ¢ < 27.

b) Berechnen Sie das Bogenelement ds fiir eine unbekannte (!) Kurve, die in Polarkoordinaten als
7 = 7(p) darstellbar ist. Setzen Sie dann in das Ergebnis 7(¢) = 2b(1 + cos ¢) ein.
Hinweis: Die Kurve 7(p) lautet in kartesischen Koordinaten

x(@)> . (COS(@))

r(p) = =7 . :

0= (30) =70 (]

¢) Berechnen Sie die Kurvenldnge der Kardioide mit ds = 2b4/2(1 4 cos¢) dp. Hinweis: Benutzen

Sie ) /3
T T 4y/2bsin
2by/2(1 + cos ) dp = —_—
/ 0 ( ) =0 V1 —cosy

d) Berechnen Sie die von der Kardioide eingeschlossene Fléche.

LOSUNG

a) Einsetzen von Polarkoordinaten

T = T Cosy

y = rsing

in die gegebene Gleichung und Wurzelziehen auf beiden Seiten ergibt (mit Verwendung der Iden-
titit sin? p + cos? p = 1)

r? —2brcosyp = +2br
r(r—2bcosp +2b) = 0.

Laut Produktnullsatz ist die Gleichung erfiillt, wenn r = 0 oder r — 2bcos ¢ 4+ 2b = 0. Fiir den
zweiten Fall ergibt sich weiter
r = 2b(£1 + cos p).

Die Losung r = 2b(—14-cos ¢) wird vernachléssigt, da r > 0 notwendig ist. Die Kurve in Polarform
lautet also

r(¢) = 2b(1 4 cos ).

Die Losung r = 0 ist enthalten, da r(m)=0.
Der Definitionsbereich 0 < ¢ < 27 gilt, da r(¢) auf dem ganzen Bereich reell und nichtnegativ
ist.



b) Das Bogenelement ds lautet

A dy 2
= \/(@) *(%) v
=V (f’(w) cos so — 7(p) sing)? + (7 () sin ¢ + 7(¢) cos p)2dy
= Vi(p ©)>dep.

Bei Einsetzen von 7(p) = 2b(1 + cos ) ergibt sich

ds = 2b\/(—sin )2 + (1 + cos @)2dp = 2b+/2 + 2 cos pdy

sin @ u = 1—cosp
ds = 4 VoS g,— .
/c ’ =0 V1 —cosg P du = Slngpdg&‘
Ul 1
= 4\/§b/ 1 —cosp =
w VU

= 160.

Den angegebenen Zusammenhang zw. den Integralen (nicht Teil der Aufgabe) zeigt man iibrigens
auf folgende Art und Weise:

S ooy = (14 cosp)(1 — cosp) _ 1 —cos? p _ sin? ¢
1 —cosp 1 —cosp 1 —cosp
| sin |
\/1 —cosp
o _[sing| i sin ¢
V14cospdp = dp =2 ——dp.
[0:0 o V1 —cosp =0

1 —cosp

Da die x-Achse eine Symmetrieachse der Figur ist, kann man das Integral auf das Intervall 0 <
¢ < 7 beschrianken und diese Groéfle verdoppeln. Weil sin ¢ auf diesem Intervall positiv ist, gilt
| sin | = sin .

2 2b(1+costp
/ dA = / / drdwz /
C p=0Jr =0 2

> 412(1
+COSSO) dyp = 2b2/ (14 2cos ¢ + cos? ) dp
0 »=0

p=
= 2b 27T—|—0+7T)—662

d)

2 12b(14cos @)
de




Aufgabe 2. Die Funktionen u, v, w seien gegeben durch

u(x,y, Z) = 2z° +xz, ’U(Q?, Y, Z) =22z, w(.ﬁl?,y, Z) = y2.

Diese bilden ein Vektorfeld F durch die Festsetzung

T
F(x,y,2) = (u(m,y, 2),v(z,y, 2), w(z,y, z)) )
a) Berechnen Sie
0

. 0 0
divF := G_xu+8_yv+&w

Bestimmen Sie den Normalvektor auf die durch divF = 0 gegebene Ebene.

b) Sei C; eine Kurve mit der Parameterdarstellung rq(¢) := (¢,¢%, 1) von (0,0,1)" nach (4, 16,1)T.
Berechnen Sie das Kurvenintegral des Vektorfeldes F entlang der Kurve Cj.

¢) Sei Cy eine Kurve mit der Parameterdarstellung ra(t) := (¢,4¢,1)T von (0,0, 1)T nach (4,16, 1)".
Berechnen Sie das Kurvenintegral des Vektorfeldes F entlang der Kurve Cs,.

d) Ist F ein Gradientenfeld?

LOSUNG

a)
0 0 o 0, 0 d ;9\
divF = %u—l—a—v—i-a—w 8x(21’ —l—xz)—f—ay(sz)—i-aZ(y)—élx—i-z

Bei gegebenem Normalvektor n bestimmt man die Ebenengleichung durch
n-(X-P)=0.
Daraus folgt: der Normalvektor ist gegeben durch n = (4,0, 1).
b)

2t2+t

/CIF(r)ds:/;F(rl(t)) -r’l(t)dt:/04

4 4 12 4
:/ (2t2+t+4t2)dt:/ (6t2+t)dt—6 LB —136
c)
4 4 20+t 1
/ F(r)ds:/ F(rz(t))-r’z(t)dt:/ ot |- |a) ar=
Cs 0 0 16t? 0
4 4 3 214
t 344
:/ (2t2+t+8t)dt:/ (2t2+9t)dt:2—+9— =—
0 0 372 3

d) Nein, da das Ergebnis der Kurvenintegrale zwischen denselben Punkten vom Weg abhéngt.



Aufgabe 3.

a) Geben Sie eine lineare, homogene Differentialgleichung 2. Ordnung an, die
y(t) = 5e ¥ cos(8t)
als Losung besitzt.

b) Geben Sie die Losung(en) y(t) fiir die Differentialgleichung

/
vy =tsint
Y

an. Hinweis: Verwenden Sie partielle Integration.
¢) Berechnen Sie fiir die Differentialgleichung
(dy —6x +4)dxr 4+ 2xdy =0

den integrierenden Faktor m(z), sodass sie zu einer exakten Differentialgleichung wird. Geben Sie
dann ein erstes Integral an.

Hinweis: Multiplizieren Sie die Gleichung mit m(x) und iiberpriifen Sie die Integrabilitéitsbedingungen
— Produktregel nicht vergessen!

LOSUNG
a) Laut Skriptum S. 108, Formel (5.25), ist die allgemeine Losung der Schwingungsgleichung
y(t) = e~ 2"(Cy cos(wt) + Cysin(wt)).

Durch Vergleich ergibt sich sofort p = 16 und w = 8. Einsetzen dieser Gréflen in

w = 1\/4q—192

2
und einfaches Umformen ergibt ¢ = 128. Die DGL lautet also

y" + 16y + 128y = 0.

b) Durch Separation der Variablen ergibt sich

1dy
y dt

1
/—dy = /tsintdt
)

lny = /tsintdt:—tcost+/costdt:—tcost+sint+C

= tsint

y = e—tcost—i—sint-i—C _ C«e—tcost—i-sint



c¢) Die Gleichung wird durch 2 dividiert und mit dem integrierenden Faktor (laut Angabe nur von x
abhéngig) multipliziert:
(2y — 3z 4+ 2) m(x) de + xm(x) dy = 0.
~~ d SN——
a(z,y) b(z,y)

Die Integrabilitdtsbedingungen lauten nun

0
sroley) = 2m(o
by = miz)+ 2w
5ot y) = ml@) +am(z).
Nun muss (%a(x,y) = 2b(x,y) gelten, also
2m(z) = m(z) +axm'(z)
@ = o
m(z) = z—

1 1
/—dm = /—dm
x m

Inz+C = Inm

m = C(Cux.

Da nur ein integrierender Faktor gesucht ist, kann man C' = 1 setzen; damit ist m(z) = z.
Ein erstes Integral berechnet man durch Integration von a und b:

O(r,y) = /(23:'y —3x% 4+ 2z)dr = ny S C(y)
O(r,y) = /$2dy = 2%y + C(x).

Zusammengefasst ergibt das

O(x,y) = v*y — 2° + 2%



