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Die Verwendung eines ein-, zweizeiligen (nicht programmierbaren, nicht grafikfihigen) Taschenrech-
ners und des eigenen Skriptums sind erlaubt.
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Aufgabe 1. (10 Punkte)

Die Kurve C eines Massenpunkts sei gegeben durch die Parameterdarstellung

(sint)3/2
r(t) = | sint+1 mit 0<t<

V3sint
Sie verbindet die Punkte A = (0) und B = »(3).

S

a) Bestimmen Sie die Bogenldnge s(t) der Kurve C. Geben Sie auch die Lénge s(5) der gesamten

Kurve an.

Hinweis: Verwenden Sie eine Substitution der Form u = asint 4+ b mit einer geeigneten Wahl fiir

die reellen Konstanten a und b.

b) Geben Sie eine Parametrisierung von C' iiber die Bogenlénge s an.

c) Berechnen Sie den Flicheninhalt des Dreiecks ABO (O bezeichnet den Ursprung).

d) Ein einfallsloserer Massenpunkt bewegt sich entlang der Geraden, die A und B verbindet. Geben
Sie eine Parameterdarstellung fiir diese Gerade an und bestimmen Sie den Punkt, an dem sie die

Ebene 2x — y = 1 schneidet.

e) Welchen Normalabstand hat die Ebene 2z — y = 1 vom Ursprung?

LOSUNG

a)
%\/ sint cost

9
7(t) = cost = |r(t)| = \/1 sint(cost)? + 4(cost)?

\/gcost
1
= ds = §cost\/931nt—|— 16dt

s(t) = /0 7 ()| dt’ =

u=9sint + 16' 1 /9sint+16

Vudu =

du=9costdt| 18 [,

1 9sint+16

— 43/ = — [(9sint + 16)** — 64
T . 5 [(9sint + 16) ]

Damit folgt fiir die Linge der gesamten Kurve C: s(3) = #2504 = 8
b)
64\%?
(273+64)2/3:9(s+2— = 9sint + 16 = sint = (s+

(s+ )" - 1)

6
64\2/3 7 mit 03332—



c)

Eine Moglichkeit, den Fldcheninhalt zu berechnen, ist beispielsweise iiber den halben Betrag des
Normalvektors: F' = % ‘@1’ x OB ‘

OA = r(0) = (0,1,0), @:r(%) = OAxOB=(V3,0,-1) = F=1

Zur Parameterdarstellung:
AB = (1,1,V3) = gt)=0A+t AB=(t,1+1t,3t)

Fiir die Berechnung des Schnittpunktes ist die Parameterdarstellung in die Ebenengleichung ein-
zusetzen: '
2e(t) —y(t) =2t —(1+¢t)=t—-1=1 = t=2

Daher schneidet die Gerade die Ebene im Punkt (2,3,2v/3).

Den Normalabstand kénnen wir bestimmen, indem wir eine Gerade durch den Ursprung in Rich-
tung des Normalvektors der Ebene aufstellen und sie mit der Ebene schneiden. Der Normalvektor
kann aus der Ebenengleichung abgelesen werden: n - (x — x9,y — o, 2 — 20) = 0, wenn der Punkt
(20, Yo, 20) in der Ebene liegt. Daher bringen wir die Ebenengleichung in diese Gestalt:

2t—y=1 < 22-0)+(-1)-(y+1)+0-(2—-0)=0 = n=(2,-1,0)

Am einfachsten kann der Abstand berechnet werden, wenn die Gerade iiber die (postivie oder

negative) Weglinge ausgehend vom Ursprung parameterisiert wird. Dafiir muss der Einheitsvektor
zu m gebildet werden: |n| = V5 = f = (%, \_/—%,O). Fiir die Parameterdarstellung ergibt sich

h(s) = s-f. Nun ist der Schnittpunkt zu berechnen:
4 1

!
—s+-—=s=Vbs=1 = s=
Voo VB
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Aufgabe 2. (10 Punkte)

2.1) Berechnen Sie

Jff ~a

wobei B die obere Halbkugel mit Radius 2 um den Ursprung bezeichnet.

2.2) Berechnen Sie die Losung der Differentialgleichung

y%ﬂ+§mm:xﬁ+L y(1) =2.

LOSUNG
2.1) Das Integral wird in Kugelkoordinaten

x =7rsinfcos ¢
y =rsinfsin ¢

z =1rcosl

gelost. Fiir die obere Halbkugel mit Radius 2 und dem Ursprung als Mittelpunkt gilt 0 < r < 2,
0<o< 5 und 0 < ¢ < 27. Die Funktionaldeterminante ist 7% sin 6.

5 2 27
/// z\/:p2+y2dV:/ / / r* cos 0sin? @ de dr df
6=0 Jr=0 J ¢p=0
B
25 (%

=27r— ’ cos A sin 6 d6
5 Jo—o

64m [ 64
= [Substitution: sinf = u, cosfdf = du| = ?ﬂ / wldu = 1_; .
0

2.2) Zuerst wird die homogene Differentialgleichung

y =~
x
mittels Separation der Variablen gelost:
dy_ vy
dx x’
dy  dx
y
1
Iny=—In(z)+C=1In (—) +C,
x
Yy = € , ceR.

T



Die Methode der Variation der Konstanten zur Berechnung der Partikulérlosung:

Yp() = .
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt
;Y e c )
L _ IR 1
yp‘i‘x . x2+x2 r*+1,
d A 2
— =241 = d@a)=2+2 = c(x)zz+7_
x

Die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung lautet daher

3

@)="+2 42
€Tr) = — _ —
y Tt

2
wobei sich aus der Anfangsbedingung y(1) = 2

W=ctitico = =2
ey T ‘T
ergibt.






Aufgabe 3. (10 Punkte)

3.1) Ein diagnostisches Verfahren iiberpriift, ob eine Person eine bestimmte Krankheit hat. 20 Pro-
zent der Bevolkerung haben diese Krankheit. In einer klinischen Studie bekommen 95 Prozent
der Personen, die tatsédchlich diese Krankheit haben und 10 Prozent der Personen, die nicht
erkrankt sind, ein positives Testergebnis. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass...

a) eine Person die Krankheit hat, wenn das Testergebnis positiv ist.

b) eine Person die Krankheit hat, wenn das Testergebnis negativ ist.
3.2) Fiir ein Gerit ist die Zeit bis es versagt exponentialverteilt mit Mittelwert 10 Stunden.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Gerat nach 12 Stunden noch funktioniert?
b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Gerét nach 12 Stunden funktioniert, wenn
man annimmt, dass es schon 8 Stunden funktioniert hat?

3.3) Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass von fiinf Personen zumindest zwei im gleichen Stern-
zeichen geboren sind? (Gehen Sie davon aus, dass alle 12 Sternzeichen gleichwahrscheinlich

sind.)

LOSUNG

1. Sei K das Ereignis, das eine Person die Krankheit hat und K¢ das Ereignis, das eine Person
gesund ist.

Sei E das Ereignis, dass das Testergebnis positiv ist und E¢ das Ereignis, dass das Testergebnis
negativ ist.

Es sind vier relevante Falle zu betrachten:

e P(KNE)=02%0.95,
e P(KNEY)=0.2%0.05,
e P(K°NE)=0.8%0.1,
e P(KYNE®)=0.8%09.

Mit dem Satz von Bayes (siche Skriptum) folgt:

_ P(KNE) _ 240, 19
(a) P(K|E) = P(E) 0.2*8.55332*0.1 = 37 ~0.7037,
P(KNE® 250. ~
(b) P(K|E) = U89 — _bass 0 00137

2. Sei T die Zeit (in Stunden) bis das Gerét kaputt ist.
Dann folgt % =10 A= % und daher
PT>t)=1-P(T<t)=1—(1—e M) =
— P(T > 12) = ¢ 10 ~ 0.3012



Weiters gilt

==
[=]] V]

P(T>12) o
P(T>12|T>8):P((T>>8>):z ~ 0.6703

(= P(T' > 4))

Sler

3. Die Wahrscheinlichkeit, dass 5 Personen verschiedene Sternzeichen haben, ist

12 11 10 9 8

1212 12 12 12 038

Daher ist die Wahrscheinlichkeit, dass zumindest zwei Personen im gleichen Sternzeichen ge-
boren sind, die Gegenwahrscheinlichkeit, also

1—-0.382 ~ 0.618.






