Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2014W

3. Tutorium - Lésungen 24.10.2014

e ANMERKUNG: Es geht im Allgemeinen nicht darum, die Loésung in den Hénden zu halten. Die
bekommt man rasch irgendwo her. Viel wertvoller ist, die Losung selber verstanden zu haben! Noch
wertvoller ist, selber draufgekommen zu sein!

3.1 Multiple Choice Fragen
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[0‘1,0‘2] = 0109 — 0201 = 103 + 103 = 2103.
Anmerkung: allgemein gilt: [0;, 0;] = 2ie;j,0%.
e) Fir Kommutatoren gilt: [A, B + C] = [A,B] + [A, C]. Somit:

[0'170'2,0'14*0'2]:[0'170'1]7[0'270'1]4*[0'170'2]7[0'270'2]:4i03.
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3.2 Levi-Civita Symbol

a) €ijkEkim = 0il0jm — dim0ji

Einsetzen: falls 4, j, k und k, [, m jeweils paarweise verschieden sind: In der Summe {iber k tragt links nur
1 Term bei.

Falls i, j, und k eine gerade Permutation von [, m, k ist ergibt sich +1, z.B.:
izl,j:2,l:1,m:2: Eijkfklm:1'1:5il5jm*5im5jl:1*0:1-
Falls i, j, und k eine ungerade Permutation von [, m, k ist ergibt sich -1, z.B.:
1=1,7=2,1=2,m=1: g;kEpim = 1- (-1) = 0i16jm — 0imdjy =0—1=—1.
(Zyklisches Vertauschen dndert weder links noch rechts etwas am Ergebnis).
Falls ¢ und j ident sind, ergibt sich links 0 und rechts

0i10im — 0im0; = 0 (ohne Einsteinsche Summenkonvention).

b) Vertauschung der ersten beiden Indizes vertauscht die Permutation.

Falls €;;... = 0, dann ist auch €;;,.. = 0.
Falls ;5. = 1, dann ist €;;.. = F1. Also ist die Relation erfiillt.
C) €ijkAiQj = ElmkAIGm = EjikAjA; = —E4jkQj0; = —EijkA;A;5 — 2 X EijkQ;aA5 = 0.

Zuerst wurden die Indizes einfach umbenannt, dann die Relation aus Aufgabe b) verwendet, und a;a; = a;a;
vertauscht, da die Reihenfolge von Zahlen egal ist. Zum Schluss wurde auf beiden Seiten €;;,a;a; addiert.



d) a- (b x &) = a;gijpbjck = ai€jnibjcr = b; JEGkiCri = b (€ x &@). (Zyklisches Vertauschen: €5 = €;1;)

—

b x &) = a;gijrbjcr = ckerijaib; =€+ (a@ X b).

—

(b X 5) = azswkbjck = azfzk]bjck = aiEiijkbj =—a- (5>< g)
. (b X 5) = aisijkbjck = Eijkbjckai = (b X 5) - d.
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e) Es gilt: @ - b= a;b;, und (d’ X l;) = gjkaib,. Weiters: |6|2 =d-d.
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(C_i . b) +|5><b|2 = (5 b) (C_i b)+((i X b)(ﬁ X b) = aibiajbj—l—sijkajbksﬂmalbm = aibiajbj—i—(éjlékm - 5jm6kl) ajbkalbm:
aibiajbj + ajajbkbk — ajbkakbj = ajajbkbk = (6 (_J:) (5 g) = |6|2|g|2

3.3 Reziprokes Gitter

a) fi-f = ol

bi a4 = (27rf) f] = 27r5Z

EZQ @ =0, b%- a3 = 0. ,b° steht normal auf @ und auf @s“.

b? - dy = 2m. ,Das Skalarprodukt zwischen b2 und @, muss 27 ergeben®.

b) z.B. b2 normal auf @ d, und ds —b? = = cdy X dgz, mit zu bestimmender Konstante c.

Skalarprodukt ergibt 2m: b2 do =2m. — ¢ (A1 X d3) - do = 2m—c = (aljﬁ
72 _ @1 X a: _ X
- b= 27T(af>1<;<;l)3a2 =2m (afiaf)lag

Ahnlich findet man:
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Nebenrechnung: (@' X 5) . (5x @ = £ijk0ibkEitmcidm = (8;10km — 0jmOki) a;bgCidm,
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Alternative Losungsmoglichkeit:
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d) Ein Basisvektor des reziproken Gitters zum reziproken Gitter ist gegeben durch:
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Nebenrechnung: Kd’ X I_;) X E] = €ijk (€jim@ibm) ¢k = (Ok10im — OkmOit) Gibmer, = agcrb; — brera;
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gi . CTj = 271'6;—.
In Komponenten ausgeschrieben: (gl) (@) = 271'6;.
Mit B := (@;)° und B*, := (51) bzw. (B*)TC " = B*i lasst sich das schreiben als

Be (B! ' = 2nd.
Also, Matrix invertieren, und duale Basisvektoren aus den Zeilen statt Spalten ablesen:
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