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1. Gegeben Sei eine Kurve

C =

{(
−2 + 5t
2 + 3t

)
: t ∈ [0, 1]

}
,

ein Skalarfeld

f(x, y) = x cos y + x2 + cos y,

sowie das Vektorfeld

F (x, y) =

(
cos y + 2x

−x sin y + ey sin y + ey cos y

)
.

(a) Berechnen Sie die Tangetialebene z = T (x, y) an das Skalarfeld f im Punkt

(x0, y0) = (2, 5π).

(b) Untersuchen Sie, ob F ein Potential besitzt und of f ein solches darstellt.

(c) Bestimmen Sie das Potential Φ zum Vektorfeld F .

(d) Berechnen Sie ∫
C
F dr.

(e) Berechnen Sie ∫
C
f ds.

Lösung.

(a)

T (x, y) = f(x, y) + ∇f(x0, y0) ·
(
x− x0
y − y0

)
∇f(x, y) =

(
cos(y) + 2x

−x sin(y)− sin(y)

)
Ausgewertet an (x0, y0) = (2, 5π) erhält man:

∇f(x0, y0) =

(
cos(5π) + 4

−2 sin(5π)− sin(5π)

)
=

(
3
0

)
f(x0, y0) = 2 · cos(5π) + 4 + cos(5π) = −2 + 4− 1 = 1

Damit erhält man

T (x, y) = 1 +

(
3
0

)
·
(

x− 2
y − 5π

)
= 1 + 3x− 6 = −5 + 3x

(b) Man setzt F in die Integrabilitätsbedingung ein:

∂Fx
∂y

=
∂Fy
∂x

∂Fx
∂y

= − sin y;
∂Fy
∂x

= − sin y X
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Die Bedingung ist daher erfüllt. Um zu überprüfen ob f ein Potential zu F ist muss

gelten F = ∇f

∇f =

(
cos y + 2x

−x sin y − sin y

)
6= F

Das Skalarfeld f ist daher kein Potential für F .

(c) Das Potential Φ zu F erhält man durch Integrieren der Komponenten von F und

anschlieÿendem Vergleichen.

Φ(x, y) =

∫
Fxdx = x cos y + x2 + C(y) (1)

Φ(x, y) =

∫
Fydy = x cos y +

∫
ey sin ydy +

∫
ey cos ydy

Die beiden Integrale werden durch partielle Integration gelöst, wobei nur das erste

wirklich durchgeführt werden muss.∫
ey sin ydy = ey sin y −

∫
ey cos ydy +D(x)

Setzt man dies oben ein erhält man:

Φ(x, y) = x cos y + ey sin y −
∫

ey cos ydy +

∫
ey cos ydy +D(x)

= x cos y + ey sin y +D(x) (2)

Vergleicht man (1) mit (2) so erhält man:

Φ(x, y) = x cos y + x2 + ey sin y + c; mit c ∈ R

(d) Für
∫
C F dr benutzt man das Potential Φ.

Φ(t) = (−2 + 5t) cos(2 + 3t) + (−2 + 5t)2 + e(2+3t) sin(2 + 3t)

∫
C
F dr = Φ(1)− Φ(0)

= 3 cos 5 + 9 + e5 sin 5− (−2 cos 2 + 4 + e2 sin 2)

= 5 + 3 cos 5 + e5 sin 5 + 2 cos 2− e2 sin 2
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(e) ∫
C
f ds =

∫
C
f(r(t)) |ṙ| dt

=
√

52 + 32︸ ︷︷ ︸
|ṙ|

∫ 1

0
(−2 + 5t) cos(2 + 3t) + (−2 + 5t)2 + cos(2 + 3t)︸ ︷︷ ︸

f(r(t))

dt

=
√

34

[
−2

∫ 1

0
cos(2 + 3t)dt+ 5

∫ 1

0
t cos(2 + 3t)dt

+

∫ 1

0
4− 20t+ 25t2dt+

∫ 1

0
cos(2 + 3t)dt

]

=
√

34

−1

3
sin(2 + 3t)

∣∣∣∣1
0

+ 5

∫ 1

0
t cos(2 + 3t)dt︸ ︷︷ ︸

I

+ (4t− 10t2 +
25

3
t3)

∣∣∣∣1
0



I wird mittels partieller Integration gelöst:

I =
1

3
t sin(2 + 3t)

∣∣∣∣1
0

− 1

3

∫ 1

0
sin(2 + 3t)dt

=
1

3
sin(5) +

1

9
cos(2 + 3t)

∣∣∣∣1
0

=
1

3
sin(5) +

1

9
cos(5)− 1

9
cos(2)

Wieder eingesetzt erhält man:∫
C
f ds =

√
34

[
−1

3
sin(5) +

1

3
sin(2) +

5

3
sin(5) +

5

9
cos(5)− 5

9
cos(2) + 4− 10 +

25

3

]
=
√

34

[
4

3
sin(5) +

1

3
sin(2) +

5

9
cos(5)− 5

9
cos(2) +

7

3

]
2. Gegeben Sei f : R3 → R durch

f(x, y, z) = −4x2 + 6xy − 4y2 − 4z2.

Es bezeichnet B1 ⊂ R3 jenen Körper, der durch die Ebenen x = 0, y = 0 und z = 0 sowie

durch 3x + 5y + 2z = 6 beschränkt sind. Weiters bezeichnet B2 ⊂ R3 eine Halbkugel

mit Mittelpunkt M = (0, 0, 0) und dem Radius r = 3, für welche z ≥ 0 gilt.

(a) Skizzieren Sie die beiden Körper B1 und B2.

(b) Berechnen Sie das folgende Integral über den Körper B1.∫
B1

1dV

(c) Berechnen Sie das folgende Integral über den Körper B2.∫
B2

fdV
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Lösung.

(a)

(b) Für B1 lauten die Grenzen
{

0 < z < 3; 0 < y < 6
5 −

2
5z; 0 < x < 2− 5

3y −
2
3z
}

∫
B1

1dV =

∫ 3

z=0

∫ 6
5
− 2

5
z

y=0

∫ 2− 5
3
y− 2

3
z

x=0
1 dxdydz

=

∫ 3

z=0

∫ 6
5
− 2

5
z

y=0

(
2− 5

3
y − 2

3
z

)
dydz

=

∫ 3

z=0
2y − 5

6
y2 − 2

3
yz

∣∣∣∣ 65− 2
5
z

0

dz

=

∫ 3

z=0

12

5
− 4

5
z − 6

5
+

4

5
z − 2

15
z2 − 4

5
z +

4

15
z2 dz

=
6

5
z − 2

5
z2 +

2

45
z3
∣∣∣∣3
0

=
6

5

(c) Hier bietet sich die Verwendung von Kugelkoordinaten mit den entsprechenden

Grenzen
{

0 < r < 3, 0 < ϕ < 2π, 0 < ϑ < π
2

}
an:

x = r cosϕ sinϑ

y = r sinϕ sinϑ

z = r cosϑ

Und daher für f(r, ϕ, ϑ)

f(r, ϕ, ϑ) = −4r2
(

cos2 ϕ sin2 ϑ+ sin2 ϕ sin2 ϑ︸ ︷︷ ︸
cos2 ϕ+sin2 ϕ=1

+ cos2 ϑ
)

+ 6r2 cosϕ sinϕ sin2 ϑ

= −4r2
(

cos2 ϑ+ sin2 ϑ︸ ︷︷ ︸
=1

)
+ 6r2 cosϕ sinϕ sin2 ϑ

= −4r2 + 6r2 cosϕ sinϕ sin2 ϑ
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Weiters lautet die Funktionaldeterminante

det
∂(x, y, z)

∂(r, ϑ, ϕ)
= r2 sinϑ

Eingesetzt liefert dies das Integral∫
B2

fdV =

∫ 3

r=0

∫ π
2

ϑ=0

∫ 2π

ϕ=0
−4r4 sinϑ+ 6r4 cosϕ sinϕ sin3 ϑdϕdϑdr

=

∫ 3

r=0

∫ π
2

ϑ=0
−8πr4 sinϑdϑdr +

∫ 3

r=0

∫ π
2

ϑ=0
6r4 sin3 ϑ

(∫ 2π

ϕ=0
cosϕ sinϕdϕ

)
︸ ︷︷ ︸

=0

dϑdr

=

∫ 3

r=0
8πr4 cosϑ|

π
2
0 dr

= (−1) · 8

5
πr5
∣∣∣∣3
0

= −8 · 35

5
π = −1944

5
π
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3. Betrachten Sie für das Beispiel mit a2, a1, a0 ∈ R die inhomogene Di�erentialgleichung

a2ÿ + a1ẏ + a0y = f(t).

(a) Seien a2 = a0 = 0, n = 3 und f(t) = 5 exp(2t). Berechnen Sie mit der Methode

Trennung der Variablen die Lösung y des Anfangswertproblems

3(ẏ)3 = 5 exp(2t) mit y(0) = 1.

(b) Seien a2 = a0 = 0, n = 3 und f(t) = 5 exp(2t). Die Di�erentialgleichung lautet

wie in (a) demnach 3(ẏ)3 = 5 exp(2t). Berechnen Sie die Tangete y = T (t) an die

Lösung der Di�erentialgleichung y(t) im Punkt (t0, y0) = (0, 1) und skizzieren Sie

diese in der (t, y)-Ebene.

(c) Seien insbesondere a2 = 1 und n = 1. Die Di�erentialgleichung ist gegeben durch

ÿ − 2ẏ − 8y = 2 exp(−2t).

Berechnen Sie das Fundamentalsystem {y1, y2} und eine Partikulärlösung yp der

inhomogenen Di�erentialgleichung.

Lösung.

(a) Lösung der Di�erentialgleichung mittels Trennung der Variablen:

3

(
dy

dt

)3

= 5 exp(2t)(
dy

dt

)3

=

(
5

3

)
exp(2t)

dy

dt
=

((
5

3

)
exp(2t)

)( 1
3)

dy

dt
=

3

√
5

3
exp

(
2t

3

)
∫

dy =
3

√
5

3

∫
exp

(
2t

3

)
dt

⇒ y (t) =
3

√
5

3

(
3

2

)
exp

(
2t

3

)
+ C

Mit der Anfangsbedingung erhält man schlieÿlich:

y(0) = 1 ⇒ C +
3

2
3

√
5

3
= 1

C = 1− 3

2
3

√
5

3

y(t) = 1− 3

2
3

√
5

3
+

3

2
3

√
5

3
exp

(
2t

3

)
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(b) Die Tangente ist gegeben über

T (t) = y0 + ẏ(0)(t− t0)

= 1 +
3

√
5

3
exp(0) · (t− 0) = 1 + t

3

√
5

3
.

(c) Lösung der homogenen Gleichung:

λ2 − 2λ− 8 = 0

λ1,2 = 1±
√

9 ⇒ λ1 = 4; λ2 = −2

Fundamentalsystem: {y1(t), y2(t)} =
{

e4t, e−2t
}

Die Partikulärlösung erhält man über den Ansatz yp(t) = Ate−2t da äuÿere Reso-

nanz vorliegt.

yp(t) = Ate−2t

ẏp(t) = −2Ate−2t +Ae−2t

ÿp(t) = 4Ate−2t − 4Ae−2t

Diesen setzt man in die DGL ein.

4Ate−2t − 4Ae−2t + 4Ate−2t − 2Ae−2t − 8Ate−2t = 2e−2t

−6A = 2 ⇒ A = −1

3

yp(t) = −1

3
te−2t
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