Praktische Mathematik 1 fiir TPH 3.Klausur 14.01.2022

1. Gegeben sei eine Diffusionsgleichung fiir u = u(x,t), in der Form

U = Zum + u.

Verwenden Sie den Separationsansatz, um die allgemeine Losung dieser Gleichung zu
berechnen.

Lésung.

Wir verwenden den Ansatz u(z,t) = v(t)w(z), und setzen in die gegebene Gleichung

o (Ow(z) = iv(t)w”(m) + o(t)w(z)
V'(t) _ 1w'(z)
v(t) 4 w(x) 1

Wir setzen jetzt beide seiten gleich einer Konstante «, also

vt _, _1u'@)

o) Lw) -

R
o(t) dt
In(v(t)) = Kkt + ¢

lw//(m) .
4 w(x) =
w" x) e
w(z) =4 4

Wir erhalten eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung, die wir mit Hilfe des Expo-
nentialansatzes 16sen, und erhalten

w(x) = ¢y e—2\/n—1x +c5 62\/5—117_

Damit hat die gesamte Losung folgende Form

u(z,t) = c1 e (C2 e AVATIT 4 g o2V ”_lx) .



Eine alternative Losung erhalten wir indem wir die zwei gewdhnliche Differentialglei-
chungen umschreiben.
V'(t

1
u(t) 4 w(x)

Die alternative Losung berechnet man analog.

u(z,t) =1 et (02 e 2VRT 4 c3 e2‘/Ex)



2. Betrachten Sie fiir y = y(t) die Differentialgleichung
24 + ty — 4y = 0.
(a) Zeigen Sie, dass y = t? eine Losung der Differentialgleichung darstellt.
(b) Berechnen Sie mit Variation der Konstanten eine zweite Losung.

Losung.

(a) Dies zeigen wir, indem wir die Losung y(t) = t? zweimal ableiten und in die Glei-
chung einsetzen. Die erste Ableitung ist ¢(t) = 2t und die zweite Ableitung lautet

i(t) =2

22+ 212 — 442 =0
0=0

(b) Der Ansatz ist y(t) = c(t)t?. Nach dem Ableiten erhalten wir

y(t) = é(t)t? + 2te(t)
§(t) = t2é(t) + 4te(t) + 2¢(t)

Nach dem Einsetzen erhalten wir
t1é(t) + 5t3¢(t) = 0.

Diese Differentialgleichung losen wir mithilfe einer Ordnungsreduktion, wir setzen

2(t) = é(t).

th3(t) = —5t32(1)

1dz 1

=2 — 5=

z dt t

In(z) = —=51In(t) + ¢
.1

z(t)=c 5

Wir integrieren beide Seiten und erhalten c(t).

1
c(t)=c" 5 dt
1
c(t) = ¢
Die zweite Losung lautet nun
1
ya(t) = Ci3:



3. Betrachten Sie fiir y = y(x) die Differentialgleichung
yexp(zy) + 6z + (zexp(zy) — 2)y’ = 0.

(a) Begriinden Sie, warum die Differentialgleichung exakt ist.

(b) Bestimmen Sie ein erstes Integral.
Losung.

(a) Die Exaktheit tiberpriifen wir mit Hilfe der Integrabilititsbedingung. Die umfor-
mulierte Differentialgleichung lautet

(yexp(zy) + 62) dz + (exp(zy) + y x exp(zy)) dy = 0.

Damit erhalten wir

d
d—y (yexp(zy) + 6x) = exp(zy) + yzexp(xy) und
d
1 (@exp(ay) — 2) = exp(zy) +y z exp(zy).

Also die Integrabilitdtsbedingung ist erfiillt und die Differentialgleichung ist exakt.

(b) Hier berechnen wir ein erstes Integral.

/y exp(zy) + 6z dz = exp(zy) + 322 + é(y)

/a: exp(zy) — 2dy = exp(xy) — 2y + &(x)

Damit konnen wir ein erstes Integral berechnen.

®(z,y) = exp(zy) + 322 — 2y + C



4. Betrachten Sie eine Zufallsvariable X mit folgender Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion.
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(a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fx und fertigen Sie eine Skizze dieser an.
(b) Zwei Ereignisse A, B sind definiert durch

A={0<X <2} und B—{2<X§4}.

Berechnen Sie P(A), P(B), P(A|B), P(B|A) und P(AU B).

Lésung.

(a) Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion kann man von der Skizze ablesen.

frlz) = {g—%x, z € [1,3)

0, sonst.

Die Verteilungsfunktion in dem Intervall [1,3) erhalten wir folgendermafen

0 z € (—o0,1)
Fx(x)=(3z— 322 -2 z€][1,3)
1 x € [3,00)



9
P(B) = F(4) - F(3) = -

_P(AnB) P({3<Xx<2})
P(AB) = P(B) 2P(B)

_P(BnA) P({3<x<2})
POW="p = P@)

PAUB)=P{0<X <4}) =1
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