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Gruppe A

1. Gegeben ist das Gleichungssystem
x 22 sinz+yzcosz 0
F(x,y,z)( Y COSZ + T z COS 2z -\ 4
(a) Bestimmen Sie alle Stellen (x¢,%0,20) € R3, in deren Umgebung sich das Gleichungssystem
lokal eindeutig nach z,y auflosen lisst, d.h.:

Fh(z) = (2(2),y(2)) mit (xg,y0) = h(20) und
F(x,y,z) = ( Z ) < (z,y) = h(2) in einer Umgebung von (xg, Yo, 20)-
(a) ist mittels Analyse der Funktion F' zu beantworten, ohne das System explizit aufzulésen.
(3P)
(b) Erldutern Sie, wieso die Auflésbarkeit nur vom Wert von zp abhéngt (aber nicht von xg, yo),

und geben Sie die allgemeine Losungsfunktion h(z) = (2(2),y(z)) als expliziten Formelaus-
druck an. (3P)

Losung;:
(a) Mit

T rxz2sinz+yzcosz—m
o) = Faws) - (] ) = ( v ,

ycosz+xzcosz—4

ist

of(x,y,z)  OF(x,y,2) < 2?sinz  zcosz 2xzsinz+ xz%cosz+ycosz —yzsinz )

O(z,y, 2) o O(z,y, 2) ZCO0SZzZ  COSZ —ysinz + xcosz — xzsin z
und 5
det (f(;v,y)) =2%cosz(sinz —cosz) =0 <
(z,y)

(z=0) V (cosz=0 & z=7/2+knr, k€eZ) V (tanz=1 < z=n/d+km, k€Z).
Da alle partiellen Ableitungen 1. Ordnung existieren und iiberall stetig sind, ist das Glei-
chungssystem laut dem Satz iiber implizite Funktionen fiir all jene Punkte des R? eindeutig
in einer Umgebung auflosbar, fiir die das Gleichungssystem erfiillt ist, und fiir die die Matrix

% regulér ist, also fiir die Punkte

(imgo,Zo)ERg : f(l‘o,y0720):0 N Zo¢{0, 7T/2+/€7T, 7T/4+k71’}7 kelZ.
O

(b) Das Gleichungssystem ist fiir ein festes z linear in den Variablen z und y, wobei die Koeffizi-
entenmatrix nur von z abhéngt, d.h.

F(a:,y,z):A(z)( z ) = ( Z )

Die eindeutige Losbarkeit des Gleichungssystems ist somit davon abhéngig, ob die Matrix
A(z) regulér ist oder nicht.
Auflosen des linearen Gleichungssystems nach x und y fithrt auf

—m 44z mcosz —4zsin z

)= ooz —smyy Y V)=

1= (343)) = cmstoms s (s "oy )

zcosz(cosz —sinz) |

Es ist also

O
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2. Im Raum L?(—m, ) ist die Funktion
fe)=a® 2

gegeben.

Finden Sie die Koeflizienten a, b und ¢ der Funktion

g(z) =a+bcosz+csinz,
so dass g(z) die Funktion f(z) in L?(—n,7) bestméoglichst beziiglich der Norm || - ||2
approximiert. (6P)
Losung:

Da die Fourierkoeffizienten a; und by genau so gewéhlt sind, dass das Integral

T ag n 2
/ (f(x) — — — ) [agcoskx + by sinkx]) dz

. 2

k=1
minimal wird, 16st die Partialsumme der Fourierreihe das obige Approximationsproblem. Es ist
also
ap .
g(z) = 5 +aycosx + bysinx.

Da die Funktion f(z) gerade ist, ergeben sich die Fourierkoefizienten

1 (" 2 (7 2 a3 T og?
ag = — f(x)dx:—/ x2—2dx:—(x—72z> :l,47
g - T Jo T\ 3 0 3
1 (" N
a = = f@)coszde == [ (2°—2)cosz dx
L —— ™ Jo
271, o T T } 4 u T
= 7[(90 —2)sinz| — 2msmscdx]:—f[—xcosx + cosa:dm}:—él,
m 0 0 s 0 0
————
=0 -0
by = 0.

Die Funktion g(z), die f(x) in L?(—m, ) beziiglich || - ||o bestmoglichst approximiert, ist damit

2

g(z) = 3 —2—4cosz.
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3. Berechnen Sie das Integral

222 -3

425 e,
C 21— —
1

wobei C' der Kreis C':={z € C : |z+ 2| = 1} ist (positive Orientierung).

(a) Berechnen Sie das Integral mit Hilfe einer geeigneten Parameterisierung des Kreises C. (4P)

(b) Die Aufgabe lisst sich auch viel einfacher 16sen, ohne die Integration wie unter (a) explizit
auszufiihren. Zeigen Sie, wie das geht (genaue Begriindung). (2P)

Losung:

(a) Mit Hilfe der Parameterdarstellung des Kreises C' mit Mittelpunkt bei —2 und Radius 1,

2=—-2+4+¢% = dz:ie”dt7 0<t<2m,

2223 2223 1 [ 2(—=2+¢et)2 -3 .
f z ZdZ _ % Z dZ:*/ %ie”dt
c2i-2 c2t+z1 1 Jo 2—-2+¢

27 . . . 127
= / 5—8et + 2% dt = 5t + & et —ie?t| = 107.
0 0

ist

(b) Zum Beispiel mit Hilfe der Cauchy’schen Integralformel

f(Zo)_i ﬁdz

2 Joz— 2
erhilt man die Losung des Integrals mit f(z) = 222 — 3 mittels
222 -3 222 -3 1 222 -3
7{ : = dz:}I{ & dz:fjl{ © dz =27f(-2) = 107,
c c +2

22 2914 21 ) c Z
1

da die Polstelle bei zyg = —2 innerhalb des vom Kreis C' berandeten Gebietes liegt. O
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Gruppe B

1. Gegeben ist das Gleichungssystem
z sinz — x sin 2 —4
F(m’y’z):(x?isinz— 2 cos >:< >
Y 2 cosz s

(a) Bestimmen Sie alle Stellen (x¢,%0,20) € R3, in deren Umgebung sich das Gleichungssystem
lokal eindeutig nach x,y auflésen lasst, d.h.:

Fh(z) = (z(2),y(z)) mit (zo,yo) = h(z0) und

F(z,y,z) = ( _7% ) < (z,y) = h(%) in einer Umgebung von (zo, Yo, 20)-

(a) ist mittels Analyse der Funktion F' zu beantworten, ohne das System explizit aufzulésen.
(3P)

(b) Erldutern Sie, wieso die Auflosbarkeit nur vom Wert von zy abhéngt (aber nicht von xg, yo),
und geben Sie die allgemeine Losungsfunktion h(z) = (2(z),y(z)) als expliziten Formelaus-

druck an. (3P)
Losung:
(a) Mit

. -4\ yzsinz —xsinz +4
f(x,y,z).F(x,y,z)—( W)(ﬂ&zsinz—yz'Qcosz—W)’

ist

Of(x,y,2) OF(x,y,z) ([ —sinz  zsinz ysin z + yz cos z — x cos z

A(z,y, 2) B A(z,y,z) T\ zsinz —2%2cosz xsinz4 xzcosz +yzsinz —2yzcosz )’

und

det <(‘3f(x,y)) = 2%sinz(cosz —sinz) =0 <
A(z,y)

(z=0) V (sinz=0 & z=kr, k€Z) V (tanz=1 & z=n/d+kn, ke€Z).
Da alle partiellen Ableitungen 1. Ordnung existieren und iiberall stetig sind, ist das Glei-
chungssystem laut dem Satz iiber implizite Funktionen fiir all jene Punkte des R? eindeutig
in (einﬁr Umgebung auflosbar, fiir die das Gleichungssystem erfiillt ist, und fiir die die Matrix
of (z,y

Do) regulér ist, also fiir die Punkte

(20,90, 20) €R® : f(20,%0,20) =0 A 20 & {0, km, /4 +kr}, k€ Z.
O
(b) Das Gleichungssystem ist fiir ein festes z linear in den Variablen z und y, wobei die Koeffizi-

entenmatrix nur von z abhéngt, d.h.

F(as,y,z):A(z)( z ) :( 7;% )

Die eindeutige Losbarkeit des Gleichungssystems ist somit davon abhingig, ob die Matrix
A(z) reguliir ist oder nicht.
Auflosen des linearen Gleichungssystems nach z und y fithrt auf

msinz — 4z cos z m—4z

(z) = zsin z(sin z — cos z) und - y(z) =

22(sinz —cos z)

Es ist also

1 ( z(msin z — 4z cos 2) )

y(z) ) " 22sin z(sin z — cos 2) sin z(m — 4z)
O
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2. Im Raum L?(—m, ) ist die Funktion
fl) =3 —a?

gegeben.

Finden Sie die Koeflizienten a, b und ¢ der Funktion

g(x) =a+bcosz+csinz,

so dass g(z) die Funktion f(x) in L?(—m, ) bestméglichst beziiglich der Norm || - ||2

approximiert.

Losung:
Da die Fourierkoeffizienten a; und by genau so gewéhlt sind, dass das Integral

ao

T n 2
/ (f(x) -5 [ag cos kx + by, sin kx}) dz
- k=1

minimal wird, 16st die Partialsumme der Fourierreihe das obige Approximationsproblem. Es ist

also a
g(z) = 30 +aycosx + bysinx.

Da die Funktion f(z) gerade ist, ergeben sich die Fourierkoefizienten

1 (" 2 (" 2 23\ " 272
— de=2[ 3-2%24 :—(3 ——) —6- T
ap - 77rf(x) T 7T/o e dr=—{3z - 3 . 3
1" 2 [T )
a = - f(x)coszder=— [ (3—x*)cosz dx
L —— ™ Jo
2 o . |7 T . 4 ™ T
= f{(?)—as)smx - —2xsmxdx}:7[—xcosaﬁ + cosxdx}zél,
s 0 0 s 0 0
—_—
=0 -0
by = 0.

Die Funktion g(z), die f(x) in L?(—m, ) beziiglich || - ||2 bestmoglichst approximiert, ist damit

2
g(x) :3—%+4cosx.
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3. Berechnen Sie das Integral

4 — 2
]{ 3; dz,
c Z'Z‘FE

wobei C' der Kreis C :={z € C : |z — 3| =1} ist (positive Orientierung).

(a) Berechnen Sie das Integral mit Hilfe einer geeigneten Parameterisierung des Kreises C. (4P)

(b) Die Aufgabe lisst sich auch viel einfacher 16sen, ohne die Integration wie unter (a) explizit
auszufiihren. Zeigen Sie, wie das geht (genaue Begriindung). (2P)

Losung:

(a) Mit Hilfe der Parameterdarstellung des Kreises C mit Mittelpunkt bei 3 und Radius 1,

z2=3+¢" = d,z:ie”dt7 0<t<2m,

4— 322 4 — 322 1 /2™ 4—3(3 it)2 ]
7{ P f{ z‘dzzf/ A=3B1) g gy
Cisy® c1z2—31 i Jo 3+et -3

ist

27

2
= / —23—186”—362”dt:—23t+18ie”+§ie2”0 = —467.
0

O
(b) Zum Beispiel mit Hilfe der Cauchy’schen Integralformel
1 z
F(z0) = P RION dz
T Jo 2 — 2o
erhilt man die Losung des Integrals mit f(z) = 4 — 3 22 mittels
4-32° 4-322 1 [ 4-322
]{ 32 dz:% - 3Z,dz:f7£ 32 dz =27 f(3) = —467,
Clirq ctz—31 1t Jo z—3
i
da die Polstelle bei zy = 3 innerhalb des vom Kreis C' berandeten Gebietes liegt. O
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