Inst. f. Analysis u. Scientific Computing SS 2008
W. Auzinger, E. Weinmiiller

Analysis 11 fiir TPH
1. Kurztest am 16.und 17. 04. 2008

Gruppe MI A

Gegeben ist die Funktion f : R? — R,
fle,y) =32 +y* —2zy—o+3y—5.
1. Berechnen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f. (1P)

2. In welchen Bereichen des R? ist die Funktion f elliptisch, hyperbolisch, bzw.

parabolisch? (1P)
3. Bestimmen Sie die stationéiren Punkte von f und entscheiden Sie, ob es sich
dabei um lokale Maxima, Minima oder Sattelpunkte handelt. (2P)
4. Entwickeln Sie die Funktion f in eine Taylorreihe zweiten Grades um den
Punkt (-1,0). (2P)
Losung;:

1. Der Gradient V(z,y) und die Hessematrix H(z,y) sind
_( 6x—2y—1 . 6 -2
2. Dadet Hy(z,y) =8 > 0V (z,y) € R?, sind alle Punkte elliptisch.
3. Aus V(z,y) = 0 folgt durch Losen des linearen Gleichungssystems
6r—2y—1 = 0,
—2x+2y+3 = 0,

dass der Punkt P = (—%, —2) der einzige stationéire Punkt ist.
Dadet Hf(P) =8 > 0 und f,,(P) = 6 > 0 ist, ist die Hessematrix H; im Punkt P positiv definit.
Der stationéire Punkt ist daher ein lokales Minimum.

4. Die Taylorreihe um den Punkt (—1,0) lautet
f(=1+hk) = f(=1,0)+ fo(=1,0)h+ f,(~=1,0) k +
1 1
Efm(—1,0) h? + fry(—1,0) hk + 5fyy(—l,()) k2
= —1—Th+5k+3h>—2hk+k>.



Gruppe MI B

Gegeben ist die Funktion f:R? — R,
flz,y)=—2®> —29° + 4oy +32—2y+1.
1. Berechnen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f. (1P)

2. In welchen Bereichen des R? ist die Funktion f elliptisch, hyperbolisch, bzw.

parabolisch? (1P)
3. Bestimmen Sie die stationdren Punkte von f und entscheiden Sie, ob es sich
dabei um lokale Maxima, Minima oder Sattelpunkte handelt. (2P)
4. Entwickeln Sie die Funktion f in eine Taylorreihe zweiten Grades um den
Punkt (0,1). (2P)
Lésung:

1. Der Gradient Vs(z,y) und die Hessematrix Hy(z,y) sind

_f 2x+4y+3 [ -2 4
Vf(x’y)_<—4y+4x—2> und Hf(amy)—( 4 _4).
2. Da det Hy(z,y) = -8 < 0V (z,y) € R?, sind alle Punkte hyperbolisch.

3. Aus Vy(z,y) = 0 folgt durch Losen des linearen Gleichungssystems

—2x+4y+3 = 0,
dr—4y—-2 = 0,

dass der Punkt P = (—1, —1) der einzige stationire Punkt ist.
Da det Hf(P) = —8 < 0 ist, ist die Hessematrix Hy im Punkt P indefinit aber regulér. Der
stationéire Punkt ist daher ein Sattelpunkt.

4. Die Taylorreihe um den Punkt (0, 1) lautet

f(h,1+k)

1 1
£(0,1) + f2(0,1) A + f,(0,1) k + ifm(O,l)h2 + foy(0,1) R K + §fyy(0,1)k2
—34+T7Th—6k—h>+4hk—2k>.



Gruppe MI C

Gegeben ist die Funktion f:R? — R,
flz,y) =222 -3y +42y -3z +5y—2.
1. Berechnen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f. (1P)

2. In welchen Bereichen des R? ist die Funktion f elliptisch, hyperbolisch, bzw.

parabolisch? (1P)
3. Bestimmen Sie die stationdren Punkte von f und entscheiden Sie, ob es sich
dabei um lokale Maxima, Minima oder Sattelpunkte handelt. (2P)
4. Entwickeln Sie die Funktion f in eine Taylorreihe zweiten Grades um den
Punkt (1,0). (2P)
Lésung:

1. Der Gradient Vs(z,y) und die Hessematrix Hy(z,y) sind

[ —dx+4y -3 _
Vf(!E,:U)—( —6y+4x—|—5> und Hf(xvy)_<

2. Da det Hy(z,y) =8 > 0V (z,y) € R? sind alle Punkte elliptisch.

o
|
S
~

3. Aus Vy(z,y) = 0 folgt durch Losen des linearen Gleichungssystems

—4dx+4y—-3 = 0,
4z —6y+5 = 0,

dass der Punkt P = (1,1) der einzige stationire Punkt ist.
Da det Hf(P) = 8 > 0 und fz,(P) = —4 < 0 ist, ist die Hessematrix H; im Punkt P negativ
definit. Der stationdre Punkt ist daher ein lokales Maximum.

4. Die Taylorreihe um den Punkt (1,0) lautet

J(1+h,k)

1 1
—7—Th+9k—2h*>+4hk—3k.



Gruppe DO A
Gegeben ist die Funktion f:R? — R,

flay) =2ze* —y.

1. Zeigen Sie, dass die Gleichung f(z,y) =0 lokal um den Punkt (0,0) nach y

aufgelost werden kann. (2P)
2. Berechnen Sie fiir die implizit definierte Funktion y(z) die erste und zweite
Ableitung nach z bei = 0, also y'(0) und y"”(0). (3P)
3. Bestimmen Sie fiir y(z) das Taylorpolynom 2. Grades um z = 0. (1P)
Losung;:

1. Die partiellen Ableitungen von f sind
fe(z,y) =2 und fy(z,y) =4ze® —1.

Da f(0,0) = 0 ist, die partiellen Ableitung f;, f, in einer Umgebung von (0, 0) existieren und stetig
sind, und f,(0,0) = —1 # 0 ist, kann laut dem Satz iiber implizite Funktionen lokal um (0, 0) nach
y aufgelost werden.

2. Die zweiten partiellen Ableitungen sind

fwac(x7y):05 faﬁy(xay):462y und fyy(z7y):8x62y'

Die ersten und zweiten partiellen Ableitungen an der Stelle (0,0) sind
f2(0,0) =2, f,(0,0) = -1, f22(0,0) =0, fz,(0,0) =4 und f,,(0,0) =0.

Zweimaliges implizites Ableiten von f(z,y) = 0 nach z fiihrt auf

fot fyy' =0 = y’:*&,
fy
" _fmc +2f:ry y/ +fyy (y/)2

foo+ fog ¥ + foa + Fu ' + foy )P =0 = o' = 7
Yy

Die Ableitungen der implizit definierten Funktion y(z) an der Stelle x = 0 sind damit

y'(0)=2 und %"(0)=16.

3. Mit den Ergebnissen aus Punkt 2 folgt fiir das Taylorpolynom 2. Grades an der Stelle x = 0,

1
y(0) +y'(0) h + 5 y"(0) h* + Ry (h)
2h+8h* + R3(h)

y(h)



Gruppe DO B

Gegeben ist die Funktion f:R? — R,
flz,y) =4dze™ +2y.

1. Zeigen Sie, dass die Gleichung f(z,y) =0 lokal um den Punkt (0,0) nach y

aufgelost werden kann. (2P)
2. Berechnen Sie fiir die implizit definierte Funktion y(z) die erste und zweite
Ableitung nach z bei = 0, also y'(0) und y"”(0). (3P)
3. Bestimmen Sie fiir y(z) das Taylorpolynom 2. Grades um z = 0. (1P)
Losung;:

1. Die partiellen Ableitungen von f sind
fz(xvy) =4e Y und fy(x7y) = dgre Y42,

Da f(0,0) = 0 ist, die partiellen Ableitung f, f, in einer Umgebung von (0, 0) existieren und stetig
sind, und f,(0,0) = 2 # 0 ist, kann laut dem Satz tiber implizite Funktionen lokal um (0, 0) nach
y aufgelost werden.

2. Die zweiten partiellen Ableitungen sind

fa:x(x’y) = 07 fJCy(I7y) = 74€7y und fyy(xvy) = 4$67y *

Die ersten und zweiten partiellen Ableitungen an der Stelle (0,0) sind
f2(0,0) =4, f,(0,0) =2, f32(0,0) =0, fz,(0,0) =—4 und f,,(0,0) =0.

Zweimaliges implizites Ableiten von f(z,y) = 0 nach z fiihrt auf

fot fyy' =0 = y’:*&,
fy
" _fmc +2f:ry y/ +fyy (y/)2

foo+ fog ¥ + foa + Fu ' + foy )P =0 = o' = 7
Yy

Die Ableitungen der implizit definierten Funktion y(z) an der Stelle x = 0 sind damit

y'(0) =—-2 und ¢”(0)=-8.
3. Mit den Ergebnissen aus Punkt 2 folgt fiir das Taylorpolynom 2. Grades an der Stelle x = 0,

y(h) = y(0)+y )R+ 5y (O) K7 + Ry(h)
—2h —4h? + R3(h)



Gruppe DO C

Gegeben ist die Funktion f:R? — R,
flxy) = —2aet? +y.

1. Zeigen Sie, dass die Gleichung f(z,y) =0 lokal um den Punkt (0,0) nach y

aufgelost werden kann. (2P)
2. Berechnen Sie fiir die implizit definierte Funktion y(z) die erste und zweite
Ableitung nach z bei = 0, also y'(0) und y”(0). (3P)
3. Bestimmen Sie fiir y(z) das Taylorpolynom 2. Grades um z = 0. (1P)
Losung;:

1. Die partiellen Ableitungen von f sind
fo(z,y) = —2€" und fy(z,y) = —8ze' +1.

Da f(0,0) = 0 ist, die partiellen Ableitung f,, f, in einer Umgebung von (0, 0) existieren und stetig
sind, und f,(0,0) = 1 # 0 ist, kann laut dem Satz tiber implizite Funktionen lokal um (0, 0) nach
y aufgelost werden.

2. Die zweiten partiellen Ableitungen sind

fxq'(x’y) = 07 facy(zay) =-38 64y und fyy(xay) = 732‘T€4y .

Die ersten und zweiten partiellen Ableitungen an der Stelle (0,0) sind

f2(0,0) = =2, f,(0,0) =1, fz2(0,0) =0, fz,(0,0) =—8 und f,,(0,0) =0.

Zweimaliges implizites Ableiten von f(z,y) = 0 nach z fiihrt auf

fot fyy' =0 = y’:*&,
fy
" _fmc +2f:ry y/ +fyy (y/)2

foo+ fog ¥ + foa + Fu ' + foy )P =0 = o' = 7
Yy

Die Ableitungen der implizit definierten Funktion y(z) an der Stelle x = 0 sind damit

y'(0)=2 und %"(0)=32.

3. Mit den Ergebnissen aus Punkt 2 folgt fiir das Taylorpolynom 2. Grades an der Stelle x = 0,

1
y(0) +y'(0) h + 5 y"(0) h* + Ry (h)
2h+ 16 h* + R3(h)

y(h)



