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Gruppe MI A

Gegeben ist die Funktion f: R? — R,
fla,y) =a"y*.
1. Bestimmen Sie alle moglichen lokalen Extrema der Funktion f unter der

Nebenbedingung
10x+2y=3

mit Hilfe der Methode der Langrange-Multiplikatoren. (4P)
2. Zeigen Sie durch implizite Differentiation der Funktion h(z) := f(x,y(z)), dass
1 2
der Punkt (6’ g) ein lokales Maximum ist. (2P)

Losung:

1. Mit f(x,y) = 2°y* und ¢(z,y) = 102 + 2y — 3 fiihrt die Methode der Langrange-Multiplikatoren
auf

F(z,y,\) = f(z,y) + A (z,y) = 2”y* + AM(102 + 2y - 3).
Da Vp(z,y) = (10,2) # (0,0) ist, erfiillen alle méglichen Extrema von f(z,y) unter der Nebenbe-
dingung ¢(z,y) = 0 das Gleichungssystem

iyt
(1) F, = 5a'y*+10A=0 = A=-=L,
(2) F, = 4m5y3 +22=0 = M= —2x5y3,
(3) F\ = 10z+2y—3=0.
Gleichsetzen von A aus (1) und (2) fithrt mittels nachfolgenden Umformungen
4,4
_a:2y R
x4y4 — 4$5y3 7
w4y4 _ 4$5y3 - 0 ,
w'yPly—dz) = 0,

auf die drei Losungsfiille y =4z, x =0 und y =0 .

e Fiir y = 4z folgt durch Einsetzen in (3) 10z2+87-3=0 = 2=+ und y=4z =4

2
6 3

1

6

e Fiir z = 0 folgt durch Einsetzen in (3) y =
X

e Fiir y = 0 folgt durch Einsetzen in (3)
Damit sind die Punkte P, = (%, %), P, = (0, %) und P3 = (1—30, 0) die moglichen Extrema.
Bemerkung:

Zum Beispiel lidsst das Skizzieren der Niveaulinien von f(z,y) und der Nebenbedingung o (z,y) = 0
erkennen, dass f unter der Bedingung ¢ = 0 im Punkt P; ein lokales Maximum, im Punkt P, einen
Sattelpunkt und im Punkt Pj ein lokales Minimum hat.

2. Mit o, =104+2¢y' =0 = 3 = =5 und ., = 2y” =0 = y” = 0, ergeben sich die Ableitungen
der implizit definierte Funktion h(z) = f(z,y(z)) im Punkt P; zu

folw,y(z)) = Sa'y' +42°y>y
= fz(3,%2) = 0 = moglicher Extremwert,
feo(z,y(x)) = 2023y? 4+ 202>y + 202ty3y + 122°y%y"? + 42093y
= foo(£,2) = —325~-001<0.
Der Punkt P; ist also ein lokales Maximum. O
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Gruppe MI B

Gegeben ist die Funktion f: R? — R,
flay) =2y
1. Bestimmen Sie alle moglichen lokalen Extrema der Funktion f unter der
Nebenbedingung
6r+3y=4
mit Hilfe der Methode der Langrange-Multiplikatoren. (4P)

2. Zeigen Sie durch implizite Differentiation der Funktion h(z) := f(x,y(z)), dass
1
der Punkt (1, %) ein lokales Maximum ist. (2P)

Lésung:

1. Mit f(x,y) = 23y° und ¢(z,y) = 6x + 3y — 4 fiihrt die Methode der Langrange-Multiplikatoren
auf
F(z,y,\) = f(a,y) + A p(a,y) = 2°y° + M6 + 3y — 4).
Da Vo(z,y) = (6,3) # (0,0) ist, erfiillen alle moglichen Extrema von f(z,y) unter der Nebenbe-
dingung ¢(z,y) = 0 das Gleichungssystem

w28
(1) F, = 32%° +61=0 = A=——-,
5 3,4
2) F, = 52%*+31=0 :>A:—x3y ,
(3) Fn = 6x4+3y—4=0.
Gleichsetzen von A aus (1) und (2) fithrt mittels nachfolgenden Umformungen
220 5ty
2 3 7
32%y° = 102%y*,
3z2y5 — 10x3’y4 = 0,
22yt (3y —10z) = 0,
auf die drei Losungsfille 3y = 10z, t =0und y =0 .
e Fiir 3y = 10z folgt durch Einsetzen in (3), 62+102—4=0 = v = fundy = Lo =2 1 =2,
e Fiir z = 0 folgt durch Einsetzen in (3) y = 3.
e Fiir y = 0 folgt durch Einsetzen in (3) z = 2.

Damit sind die Punkte P, = (i, %), P, = (0, %) und P3 = (%70) die moglichen Extrema.

Bemerkung:

Zum Beispiel lidsst das Skizzieren der Niveaulinien von f(z,y) und der Nebenbedingung o (z,y) = 0
erkennen, dass f unter der Bedingung ¢ = 0 im Punkt P; ein lokales Maximum und in den Punkten
P, und P5 Sattelpunkte hat.

2. Mit o, =64+3y =0 = 3y =—2und g, =3y’ =0 = ¢y’ =0, ergeben sich die Ableitungen der
implizit definierte Funktion h(z) = f(x,y(z)) im Punkt P; zu

folz,y(x)) = 32%y° +52°yty
= fao(, %) = 0 = moglicher Extremwert ,
fae(z,y(x)) = 6xy® + 152%y"y + 152°y"y + 202°y°y"* + 5a°y*y”
= fo(§.2) & —048<0.
Der Punkt P; ist also ein lokales Maximum. O
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Gruppe MI C

Gegeben ist die Funktion f: R? — R,
fla,y) =a®y°.
1. Bestimmen Sie alle moglichen lokalen Extrema der Funktion f unter der

Nebenbedingung
4dx+5y==6

mit Hilfe der Methode der Langrange-Multiplikatoren. (4P)
2. Zeigen Sie durch implizite Differentiation der Funktion h(z) := f(x,y(z)), dass
14
der Punkt (5, 3) ein lokales Maximum ist. (2P)

Lésung:

1. Mit f(x,y) = 23¢y% und ¢(z,y) = 4z + 5y — 6 fiihrt die Methode der Langrange-Multiplikatoren
auf
F(z,y,\) = f(a,y) + A p(a,y) = 2°y° + Mda + 5y — 6).
Da Vo(z,y) = (4,5) # (0,0) ist, erfiillen alle moglichen Extrema von f(z,y) unter der Nebenbe-
dingung ¢(z,y) = 0 das Gleichungssystem

(1) F, = 32%°4+4x=0 :»A:—?’xTZf,
2) F, = 62%°+51=0 = A:—Gx;ys,
(3) F\ = 4o+5y—6=0.
Gleichsetzen von A aus (1) und (2) fithrt mittels nachfolgenden Umformungen
73x2y6 B 76x3y5
4 5 7
15225 = 2435,
5225 —82%y° = 0,
w*y’(5y —8x) = 0,
auf die drei Losungsfille 5y = 8z, t =0 und y =0 .
e Fiir 5y = 8x folgt durch Einsetzen in (3) 4z+82—6=0 = =4 und y=3z=2%7=1.

e Fiir = 0 folgt durch Einsetzen in (3) y =
e Fiir y = 0 folgt durch Einsetzen in (3) x

Damit sind die Punkte P, = (%, %), P, = (0, g) und P3 = (%70) die moglichen Extrema.

wlw co

Bemerkung:

Zum Beispiel lidsst das Skizzieren der Niveaulinien von f(z,y) und der Nebenbedingung o (z,y) = 0
erkennen, dass f unter der Bedingung ¢ = 0 im Punkt P; ein lokales Maximum, im Punkt P, einen
Sattelpunkt und im Punkt Pj ein lokales Minimum hat.

2. Mit o, =4+5y =0 = ¢ = —% und ¢z, = 5y” =0 = 3" = 0, ergeben sich die Ableitungen
der implizit definierte Funktion h(z) = f(x,y(z)) im Punkt P, zu

folz,y(x)) = 32%y° +62°y°y
= fm(%v %) = 0 = moglicher Extremwert ,
feo(@,y(x)) = 62y°® + 182%y°y + 182%y5y + 3023y y? + 6235y
= foa(3,2) & —0.59<0.
Der Punkt P; ist also ein lokales Maximum. O
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Gruppe DO A
Gegeben sind der Punkt P = (1,—1,2) und die Gleichung der Ebene € im R? mit

erdrx+2y—2z=3.

1. Bestimmen Sie jenen Punkt X = (z,y, z) der Ebene ¢, der zum Punkt P
minimalen Abstand hat, indem Sie die Funktion f: R?> — R,

fly2) =X -Pl3=(-1)*+y+1)*+(: - 2)°

unter der Nebenbedingung
drx+2y—2z=3

mit Hilfe der Methode der Langrange-Multiplikatoren minimieren. (5P)
2. Berechnen Sie den Normalabstand des Punktes P zur Ebene ¢. (1P)
Losung:

1. Mit f(z,y,2) = (z — 1)+ (y+ 1)® + (2 — 2)? und ¢(z,y,2) = 42 + 2y — z — 3 fithrt die Methode
der Langrange-Multiplikatoren auf

F(z,y,2,\) = flz,y,2) + X o(z,y,2) = (x = 1)? + (y+ 1)* + (2 = 2)* + Ndx + 2y — 2 — 3).

Da Vp(z,y,2) = (4,2,—1) # (0,0,0) ist, erfiilllen alle moglichen Extrema von f(x,y, z) unter der

Nebenbedingung ¢(x,y, z) = 0 das lineare Gleichungssystem
(1) F, = 2xz—-1)+4x=0 = x=1-2\,
(2) Fy = 2y+1)+22=0 = y=-1-2X,
3) F. = 2(2—2)—A=0 :>z=¥,
(4) Fx = 4o+2y—2-3=0.

Einsetzen von z, y und z in (4) liefert

4+ 8—16A—4—-4X—4-X—-6 —21A—-6
A1 —20) £ 21— — 22 3= - —0.
2 2 2
2
Daraus folgt A\ = — und

4 11 2 5 1 2 126 13

SR A *7 7’22( 7) 27 7
. . . . L . 11 5 13
Die Funktion f hat unter der Bedingung ¢ = 0 damit das Minimum im Punkt @ = (7, 7 7)

2. Der Normalabstand des Punktes P zur Ebene ¢ ist
11 2 5 2 13 2 3
_pll, = ( _1) (_, 1) (7_2 :\[mo.655.
1Q — P2 \/ - H(-z+1) + (= ) -
Bemerkung:

Mittels Hessescher Normalform lisst sich der Abstand des Punktes P zur Ebene ¢ mit dem Nor-
malvektor n der Ebene ¢ auch ohne den Punkt @) bestimmen:

nX —d Adr+2y—z-3
[ VA2 +22+12

0= ”Q_PH_||nP—d||_|4—2—2—3|N0655
T mn| V2 r22zr1z

O
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Gruppe DO B

Gegeben sind der Punkt P = (2,1, —1) und die Gleichung der Ebene ¢ im R3 mit
erx—2y+4z=5.

1. Bestimmen Sie jenen Punkt X = (z,y, z) der Ebene ¢, der zum Punkt P
minimalen Abstand hat, indem Sie die Funktion f: R?> — R,

flay,2) =X = Pl3=(z -2+ (y - 1)* + (2 +1)°

unter der Nebenbedingung
r—2y+4z=5

mit Hilfe der Methode der Langrange-Multiplikatoren minimieren. (5P)
2. Berechnen Sie den Normalabstand des Punktes P zur Ebene €. (1P)
Losung;:

1. Mit f(z,y,2) = (z —2)>+ (y — 1)? + (2 + 1)? und ¢(z,y,2) =  — 2y + 42z — 5 fithrt die Methode
der Langrange-Multiplikatoren auf

F(a,y,2,7) = fz,y,2) + X p(2,9,2) = (2= 2)* + (y = 1)* + (2 + 1) + & — 2y + 42 - 5).

Da Vp(z,y,2) = (1,-2,4) # (0,0,0) ist, erfilllen alle moglichen Extrema von f(x,y, z) unter der
Nebenbedingung ¢(x,y, z) = 0 das lineare Gleichungssystem

4— )
(1) F, = 2(x—2)+X=0 = =,
2) F, = 20y—1)—22=0 = y=1+),
3) F. = 2z+1)+4Xx=0 = z=-1-2),
(4) Fn = z—-2y+42—-5=0.
Einsetzen von z, y und z in (4) liefert
4—A 4—-A—4—-4X—-8—-16A—-10 —18—21\
— =21+ M) +4(-1-2))—-5= = =0
2 2 2
6
Daraus folgt )\z—? und
1 6 134 17 6 1 12 )
r=g(te3) =57 =5 R AN A A
. . . . . . 17 15
Die Funktion f hat unter der Bedingung ¢ = 0 damit das Minimum im Punkt @ = (7, = ?)

2. Der Normalabstand des Punktes P zur Ebene ¢ ist
17 2 1 2 5 2 27
_ Pl = (fo) (74) (f 1) — /2~ 1.964.
1Q — P2 \/ - + (5 + (5 + = 96
Bemerkung:

Mittels Hessescher Normalform lidsst sich der Abstand des Punktes P zur Ebene € mit dem Nor-
malvektor n der Ebene € auch ohne den Punkt @) bestimmen:

. nX —-d x—2y+4z-5
Mit ¢ : = =
] V12422 + 42

P-d| [2-2-4-5
1 p|=InP—dl_] |~ 1.964.
[ V12 +22 + 42

O
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Gruppe DO C
Gegeben sind der Punkt P = (1,—2,1) und die Gleichung der Ebene ¢ im R3 mit
e:2x—4y+z=-3.

1. Bestimmen Sie jenen Punkt X = (z,y, z) der Ebene €, der zum Punkt P
minimalen Abstand hat, indem Sie die Funktion f: R?* —» R,

fly2) =X -Pl3=(@-1)*+(F+2)*+ (- 1)

unter der Nebenbedingung
2¢ —4y+2z=-3

mit Hilfe der Methode der Langrange-Multiplikatoren minimieren. (5P)
2. Berechnen Sie den Normalabstand des Punktes P zur Ebene ¢. (1P)
Losung:

1. Mit f(z,y,2) = (x = 1)2 + (y+2)2 + (z — 1)? und ¢(z,y, z) = 2o — 4y + 2z + 3 fiithrt die Methode
der Langrange-Multiplikatoren auf

F(z,y,2,\) = flz,y,2) + X o(z,y,2) = (x — 1)? + (y +2)* + (2 = )2 + X2z — 4y + 2 + 3).

Da Vo(z,y,z) = (2,—4,1) # (0,0,0) ist, erfiillen alle moglichen Extrema von f(z,y,z) unter der
Nebenbedingung ¢(x,y, z) = 0 das lineare Gleichungssystem

(1) F, = 2z—1)+22 =0 = z=1-2),
2) F, = 2y+2)—4 =0 = y=—2+2),
3) F. — 2(:—1)4+A=0 éz:%,
(4 Fn = 2x—4y+2z+3=0.
Einsetzen von x, y und z in (4) liefert
2(1_/\)_4(_24_2)\)4_?_‘_3:4—4)\+16—;6>\+2—)\—|—6:28—221)\:

4
Daraus folgt A = 3 und

4 1 8 2 1 4 12 1
1:177:77’y:72+7:7’2:7(277):77:7
3 3 3 3 2 3 23 3
. . . . .. . 121
Die Funktion f hat unter der Bedingung ¢ = 0 damit das Minimum im Punkt Q = ( —33 §)

2. Der Normalabstand des Punktes P zur Ebene ¢ ist
1 2 2 2 1 2 28
||Q_p|2_\/(_3_1) +(§+2) +(§—1> _\/§~3.055.
Bemerkung:

Mittels Hessescher Normalform lédsst sich der Abstand des Punktes P zur Ebene € mit dem Nor-
malvektor n der Ebene ¢ auch ohne den Punkt ) bestimmen:

X—d 20-4 3 P—d| [24+8+1+3
Mit e : 2 _ 2yt L o py = Il dl R8I0
[l 22 442 + 12 [l 22 1 42 1 12

O
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