Analysis II fir TPH / SS 2008 3. Kurztest am 11. und 12. Juni 2008 1

Gruppe MI A

1. Finden Sie das Konvergenzgebiet der Reihe

0 n(y_ 1)7L+2

23(7, zeC.

n=0
(3P)
2. Berechnen Sie den Ausdruck
log (-3 — 31).
(3P)
Losung:
1. Zum Beispiel mit Hilfe des Quotientenkriteriums erhélt man den Konvergenzradius
2 an 2
R = lim = lim leim ntl 1:1
n—00 | Up41 n—oo n23ntl n—00 n 3 3
Daher konvergiert die Reihe zumindest fiir [z — 1| < % .
Fiir |z — 1] = § ist
n+2
3”(2—1 )2 3" |z—1|"+2 3" ( )
PR R Z -y Tt Z Pl
n=0 n=0
Damit konvergiert die Reihe auch am Rand.
Die Reihe ist also konvergent fiir alle z € C, fiir die [z — 1| < 1 ist. O

2. Umrechnen von z = z + iy = —3 — 34 (befindet sich in der Gaufl’schen Zahlenebene im 3. Qua-
dranten) in Polarkoordinaten z = r e*¥ mittels

r=+yz2+y?=+v18 und tanp= Y1 = ¢ = Arctan(1) + 7 =
x
fithrt auf 2 = /18 ¢/

Also ist 5
log(—3 — 31) :hn/ﬁﬂ(fmkw), keZ.
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Gruppe MI B

1. Finden Sie das Konvergenzgebiet der Reihe

2 (24 3)n24n
Z( )

3 , ze€C.
n=2 n
(3P)
2. Berechnen Sie den Ausdruck
log (—4 +41).
(3P)
Losung:
1. Zum Beispiel mit Hilfe des Quotientenkriteriums erhélt man den Konvergenzradius
1)3 4m N’ 1 1
R = lim = lim (HSLZHHI nt - =-.
n—o0 | Apa1 n—oo n34ntl n—oo n 4 4
Daher konvergiert die Reihe zumindest fiir [z + 3| < ] .
Fiir [z + 3| = 7 ist
n=2 n=2 n=2 n=2
Damit konvergiert die Reihe auch am Rand.
Die Reihe ist also konvergent fiir alle z € C, fiir die |z + 3| < 1 ist. O

2. Umrechnen von z = z + iy = —4 + 44 (befindet sich in der Gaufl’schen Zahlenebene im 2. Qua-
dranten) in Polarkoordinaten z = r e*¥ mittels

r=+z2+3?=+v32 und tanp= LANEE N ¢ = Arctan(—1) + 7 = —
x
fithrt auf 2 = /32 ¢/

Also ist 5
log(—4 + 47) :1n\/?72+i(f+2k7r), kel.
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Gruppe MI C

1. Finden Sie das Konvergenzgebiet der Reihe

Z(Z+Z) zeC.
n=1

n4 2n+1 ?
(3P)
2. Berechnen Sie den Ausdruck
log (=2 +21).
(3P)
Losung:
1. Zum Beispiel mit Hilfe des Quotientenkriteriums erhélt man den Konvergenzradius
1 4 2n,+2 1 4
R= lim =g OTDZT g (L)
n—00 | Up41 n—oo n4 2nt+l n—oo n
Daher konvergiert die Reihe zumindest fiir |2 4| < 2.
Fir |z +14| =2 ist
= (z+0)” P | L 11
> ot | S ) nAon+l — ) nAontl = 52@ <00
n=1 = = =1
Damit konvergiert die Reihe auch am Rand.
Die Reihe ist also konvergent fiir alle z € C, fiir die |z + 4| < 2 ist. O

2. Umrechnen von z = z + iy = —2 4 2¢ (befindet sich in der Gauf’schen Zahlenebene im 2. Qua-
dranten) in Polarkoordinaten z = r e'¥ mittels

r=+22+y2=+v8 und tan@:%:—l:><p:Arctan(—1)+7r:—

I
=~

fithrt auf z = v/8 el F |
Also ist

log(—2+2i):1n\/§+i(%+2kﬂ), kelZ.
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Gruppe DO A

1. Uberpriifen Sie die komplexe Differenzierbarkeit der Funktion

1 3 1
f(z)=1:1:42'—:633/—&—§x2y2i3+xy3+1y4i+37 z=x+1iy, z€C,

mit Hilfe der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen. (3P)

2. Berechnen Sie den Ausdruck

V-3+3i
(3P)

Losung:
1. Ordnen der Real- und Imaginérteile von f fithrt auf

, 1 3 1
J@) = —a®y+ay’ +3+i(gat = Sty + yh) =utiv,

Die partiellen Ableitungen von u und v nach x und y existieren, und sind iiberall stetig. Sie lauten
Uy = —32%y + 13, Vy = 322y +1°, Uy = —23+3zy?, v, =2 —3z9°.

Die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen v, = v, und u, = —v, sind erfiillt. Daher ist
f in ganz C komplex differenzierbar. O

2. Umrechnen von z = z + iy = —3 4+ 3¢ (befindet sich in der Gaufi’schen Zahlenebene im 2. Qua-
dranten) in Polarkoordinaten z = r e'¥ mittels

r=+z24+y?>=+v18 und tanp= % =—-1 = ¢ =Arctan(—-1)+ 7 = —% 1
fiihrt auf z = V18 e 7" .
Also ist

3%4-216”

V34 3i=\VI8e T = VI8¢ ", ke {0,1,2,3).
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Gruppe DO B

1. Uberpriifen Sie die komplexe Differenzierbarkeit der Funktion
L4 3.7 2,2 3., 1 4 .
f(Z):iy t2zynit =327y  + 227 yit 52" -5, z=x+iy, z€C,

mit Hilfe der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen. (3P)

2. Berechnen Sie den Ausdruck

V=4 4i
(3P)

Losung;:
1. Ordnen der Real- und Imaginérteile von f fiithrt auf

1 1
f(z):52‘/4—39522/24‘5374—5+i(—2xy3+2333y):u+iv.

Die partiellen Ableitungen von u und v nach x und y existieren, und sind iiberall stetig. Sie lauten
Uy = —62y? + 223, Uy = —6zy? 4223, Uy = 29 —62%y, v, =-2¢y3+62%y.

Die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen u, = v, und u, = —v, sind erfiillt. Daher ist
f in ganz C komplex differenzierbar. O

2. Umrechnen von z = z + iy = —4 — 44 (befindet sich in der Gaufl’schen Zahlenebene im 3. Qua-
dranten) in Polarkoordinaten z = r e'¥ mittels

r=+vz2+y?=+v32 und tanapz%zl = ¢ = Arctan(l) + 7 =

fiihrt auf z = /32 et
Also ist

ST 4ok 5 1r
YA di= Ve = Y327 ke f0,1,2).
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Gruppe DO C
1. Uberpriifen Sie die komplexe Differenzierbarkeit der Funktion
f(2)=a 2?8 +32%yi—3ay? +2xyi—y? —y®i+4i, z=x+iy, 2€C,
mit Hilfe der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen. (3P)
2. Berechnen Sie den Ausdruck
vV—=2—-21
(3P)

Losung:

1. Ordnen der Real- und Imaginérteile von f fithrt auf

fz)=a+2? —32y* — > +i(B32%y+ 22y —y> +4) =u+iv.

Die partiellen Ableitungen von u und v nach x und ¥ existieren, und sind iiberall stetig. Sie lauten

uy =322+ 22 — 312, vy:3x2+2x—3y2, Uy =—6zry—2y, v,=06zxy+2y.

Die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen v, = v, und u, = —v, sind erfiillt. Daher ist

f in ganz C komplex differenzierbar.

O

2. Umrechnen von z = z + iy = —2 — 24 (befindet sich in der Gauf’schen Zahlenebene im 3. Qua-

dranten) in Polarkoordinaten z = r e'¥ mittels

r=+z2 +y2=+8 und tantp:g:1:><p:Arctan(1)—|—ﬂ':
x

fithrt auf z = /8 e .
Also ist

AST‘"+2k7r

7T+_
ATt

V=2—2i=\/V8eiT s = WRe'H T, ke{0,1,2,3,4}.
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