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e Aufgabe 1. Gegeben sei das Skalarfeld f: R? — R: flx,y)=1—4x — 8y + % (22 + 4oy + 4y?)

a) (i) Berechnen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f. a): 8 P.

(ii) Geben Sie alle stationédren Punkte von f samt ihrem Typ an.

iii) Geben Sie eine Darstellung fiir die Tangentialebene von f an der Stelle (2t, —t) fiir beliebige ¢

an.
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(i) V= +x+ 2y 7 -
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(ii) Alle Punkte auf der Geraden x + 2y = 4. Diese sind parabolisch, da H singulér ist.
(Jeder Punkt (z,y) € R? ist parabolisch.)
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b) Gegeben sei das Vektorfeld g: R® — R?: | g(z,y,2) = 2 Vf(x,y) + [ g ] (f wie oben)

(i) Berechnen Sie die Jacobi Matrix von g. b) (i+ii): 3 P.

(ii) Geben Sie die Linearisierung von g an der Stelle (2o, 0, 20) = (2,1, 1) explizit als Abbildung von
R? nach R? an.

(iii) Bestimmen Sie fiir die durch g(z,y, z) = 1 impliziert definierte Kurve (z(z),y(2), z) im R?

den Tangentialvektor an dem Kurvenpunkt (xg, 3o, 20) = (1, 1,0). b) (iii): 2 Extra-P.
(i) B z 2z4+1 —44+x+2y
2241 42 —8 4 2x + 4y

(11) T — Zo
9(0, Yo, 20) + J (20, Yo, 20) - [ Y — Yo ] =

zZ— 20
1 130 r=2 v+ 3y —4
2 3 4 0 T 3z + 4y — 8
(iii) Mit
dg z 22+ 1 @_ x+2y—4
Ox,y) | 22+1 4z ’ 0z | 2z +4y —8

ergibt implizite Differentiation an der Stelle (1,1,0):

(0) - £ 6w = (4] (00 ])+ (2]
- —

76(2?1;) an (1,1,0) invertierbar 32 an (1,1,0)

Daraus: z'(z) =2, ¥/(z) =1 an (1,1,0), und der Tangentialvektor an die Kurve ist daher
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e Aufgabe 2. Zugrunde liege der Raum ¢! = {(z,)nen : T, € R, > |2,] < oo} mit der Norm ||z||; =

n=1

Zn|, und gegeben sei die Abbildung | S(z) = (v, 710 — &, 23 — 22, ... mit x € (L.
2 2
n=1

a) Zeigen Sie: S ist eine Abbildung von ¢! nach ¢*. a): 3 P.

Fiir jedes z € ¢! ist

> n— - - n— 3
[S@)lh = ol + > Jan = =52 < 3 Janl + 3 |2 =5 el <00 = S(a)ed!

b) Uberpriifen Sie, ob die Abbildung S stetig ist. b): 1P.

S ist stetig, da linear (klar) und beschriankt (siche Losung zu (i)).

c) Geben Sie eine obere Schranke fiir die Operatornorm von S an. c): 2 P.

Fiir eine exakte Berechnung der Operatornorm gibt es maximal 1.5 Extra-Punkte.

(iti) Aus [|S(2)|l1 < 2 ||lz[ly (siche (i)) und |[S(1,0,0,...)[1 = |[(1,—3,0,...)[1 = 2 folgt:
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e Aufgabe 3.

a) Uberpriifen Sie, fiir welche z € C die Funktion f(z) komplex differenzierbar ist: a): 2 P.
f(2) = zRe(z) + i zIm(z)
flz) = (e +iy)a+ile—iy)y=a"+2izy +y* =2°+y° +i(2xy),
—— ~——
u(z,y) v(z,y)
mit u, v stetig differenzierbar.
Nachpriifen der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen:
ou v Ju v
— =2x=— O0.K., jedoch: — =2 —— =2 icht O.K.
ox * oy . dy v7 ox v
Zweite CR-Differentialgleichung ist verletzt, aufler fiir y = 0.
= f komplex differenzierbar fiir z € R.
b) Berechnen Sie den Grenzwert: b): 2 P.
. € —i—F —iz
lim . 5
i 22 —imy — I
Fiir 2 =4 7 ist '
e —i—5F—iz=¢€e2—-i—5+5=i—-1=0
2
, 77
z2—z7rz—z = —%2%—%2—7;—2:0
De I’'Hospital (nach einmaliger Anwendung noch immer 0/0, also zweimal anwenden) :
eF—1—T 4~ z __ g z PE .
lim 2 Qzlime ,Zzlime—zezzi
2% 22 — iy — ”T z—i% 2z —am z—i% 2 2
c): 2 P.

¢) Berechnen Sie das Kurvenintegral:

2
j{z+2dz mit C ={z € C: |z| =2}
c
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Umformen auf Cauchy-Integral:
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