Analysis II fiir TPH, UE (103.091), SS 2012 2. Ubungsblatt (29./30.03.2012)

1. [1.1.14] Gegeben sei die Funktion f: R® — R,

f(l’,y,Z) =£E2+y2 —Z.
a) Skizzieren Sie die Niveauflichen N.(f) = {(z,y,2) € R®: f(x,y,2) = c}.

b) Bestimmen Sie ¢ € R so, dass (1,1,2) € N.(f), und berechnen Sie die Richtungsableitungvon f in
Richtung von Vf in diesem Punkt. Verifizieren Sie, dass V f orthogonal auf die Niveaufliche steht.

2. Ein Massepunkt bewegt sich entlang der Bahnkurve

x(t) cost
Cit)y=1yt) | =] sint |, t>0
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(t = Zeit).! Die Raumtemperatur 7' im R3 sei ortsabhingig,

T=T(x,y,z) =x>+y>+ 22.

Berechnen Sie die Ableitung der Temperatur 7" nach der Zeit ¢ entlang der Bahnkurve C(t) mit Hilfe
der Kettenregel. Uberpriifen Sie Ihr Resultat durch direktes Differenzieren.

3. Sei f: R? — R ein ebenes Skalarfeld. In Polarkoordinaten (z = 7 cos ¢, y = rsin o) entspricht dies einer
Funktion g(r, ) := f(rcos¢,rsinp), d.h. g ist eine Darstellung von f beziiglich Polarkoordinaten.

a) Das Feld sei nun von vornherein in der Form g = g(r, ¢) gegeben Driicken Sie den Gradienten

Vf(zx,y) = (8£ , gf ) mit Hilfe der partiellen Ableitungen 3 99 ynd 9 aus.

Hinweis: Leiten Sie mit Hilfe der Kettenregel ein Glelchungssystem fiir (8—£, %) her und l6sen Sie es.
b) Berechnen Sie Vf direkt und geméf a) fiir f(z,y) = 2* +y* (d.h., g(r,p) = r?).
Anmerkung: In der Praxis wiirde man fiir g(r, @) oft einfach f(r, ¢) schreiben (mit dem gleichen Namen
wie fiir f(x,y)), obwohl das natiirlich formal nicht ganz korrekt ist.
4. Fiir zweimal differenzierbares f: R? — R ist der Laplace-Operator definiert durch
o? 0?
f e f
dy?
Wir gehen von (z, y)-Koordinaten iiber auf ein um irgendelnen festen Winkel o verdrehtes kartesisches
Koordinatensystem (£, 7), gema8

x z(&,n) ¢ =S § =cosqa, §=sina
[y] [(m)] [ ][n] e '

Dann ist g(&,n) = f(x(&,n),y(£,n)) eine Darstellung von f beziiglich der neuen Koordinaten.

Af=Vf- Vf—

Zeigen Sie: Der Laplace-Operator ist invariant beziiglich einer derartigen Koordinatentransformation,
d.h., es gilt ) ) ) )

ﬂ L9 o°f 0 g + 8

ox2 | Oy? e
Anmerkung: Beweis mit Hilfe der Kettenregel. In analoger Weise kann man zeigen, dass allgemein
gilt: Der (n-dimensionale) Laplace-Operator ist invariant gegeniiber beliebigen linearen, orthogonalen
Koordinatentransformationen.

17.B. Zeit gemessen in s, aber auf die konkreten Einheiten kommt es uns hier nicht an.
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Sei p(x) = p(xy, x2, x3) ein homogenes Polynom vom Grad 2 in den Variablen x4, xq, x3, bzw. (anders

ausgedriickt), eine quadratische Form in diesen Variablen,
_ 1 2 2 2
p(z) = 3 (a1 27 + a a3 + ass 23) + a12 1172 + 13 1173 + a3 ToT3

mit irgendwelchen Koeffizienten a,; € R.

a) Wie lautet die Bedingung fiir einen stationdren Punkt x = (xy, xe,x3) von p?
b) Zeigen Sie: x =0 = (0,0,0) ist ein stationdrer Punkt von p. Ist dieser immer eindeutig?

c) Bestimmen Sie die Hesse-Matrix H(x) zu p(z) und schreiben Sie die Taylor-Entwicklung von p(z)
beziiglich der Stelle z = 0 = (0,0,0) an: p(z) = p(0) + Vp(0) -z + 5 (H(0) - ) - z. Fehlt hier noch
ein Restglied?

. Bestimmen Sie die Taylor-Entwicklung bis inkl. dem 2. Glied an einer beliebigen Stelle z € R3,

fle+h) = flz)+Vf(x)-h+ % (H(z) - h) - h+ ORI
fiir die Funktion f: R® - R, f(z) = 21 + 2179 + 712273 .
Bestimmen Sie die Taylor-Entwicklung bis inkl. dem 2. Glied fiir die Funktion f: R* — R,
f(z,y) =y Inz + zeft?

beziiglich der Stelle (xo,yo) = (£, —1).

. [ein friiheres Priifungsbeispiel |

Bestimmen Sie alle stationdren Punkte der Funktion f: R? — R,
flay) =2+ (@ - 1)y 1) +y°
und bestimmen Sie deren Typ.

Bestimmen Sie die Parameter a,b € R so, dass die Gerade y(t) = at+b an die Funktion e’ in folgendem
Sinn bestmoglich angepasst ist:

1
o(a,b) = / (at+b— et)2 dt — minimal.
0
Es handelt sich also um ein Minimierungsproblem fiir die Funktion ¢(a,b). Bestimmen Sie den (ein-
deutigen) stationdren Punkt von ¢ und zeigen Sie, dass er eine globale Minimalstelle von ¢ darstellt.

Hinweis: ¢(a, b) ist eine sehr einfache Funktion. Verifizieren Sie, dass die Hesse-Matrix von ¢ konstant
ist. Alle Punkte (a,b) € R? haben den gleichen Typ (welchen?).

Gegeben sei das Vektorfeld f: R* — R?

xl—i—x%
y:f(x):[em-l—m_l]’

mit £(0,0) = (0,0).
a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix D f(x) von f, insbesondere an der Stelle () = (0,0). Verifizieren
Sie, dass D f(0,0) regulér ist.

b) Aus der Regularitat von D f(0,0) folgt die lokale Invertierbarkeit von f in einer Umgebung der Stelle
(0,0) (Satz 1.15). Geben Sie die Jacobi-Matrix D f~1(0,0) der lokalen Inversen f~'(y) an der Stelle
y = (0,0) an, ohne die lokale Inverse f~!(y) explizit zu bestimmen.



