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ANALYSIS II FUR TPH, (103.091)
Test 2 Gruppe 3 (DI, 16.6.2015) (mit Lisung)

— Sie konnen den Taschenrechner verwenden. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1T Vorname T Studium / Matr.Nr.
1. 2. 3. gesamt
Punkte mazimal 18

Tragen Sie bitte oben Thre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden
eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen ,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt ausfiihrlicher Zusammenfassung des Losungweges
ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt.



e Aufgabe 1.
Sei U jener linearer Unterraum des L?(0,4) mit dem Skalarprodukt (f, g) fo ) dz und Norm
If|l == /(f, f), der von den Funktionen M = {1, ¢a, p3} aufgespannt erd,

A

wobel
0 ‘4 T
N 7 0 r<n-—1
R —rx+n—-1 n—-1<x<n
Qpn(x)::
r—n-—1 n<zr<n+l1
0 n+l1<z
-1
gelte.

Hinweis: Erkennen Sie anhand der Skizze Ahnlichkeiten der drei Funktionen, um den Aufwand beim
Integrieren zu reduzieren.

a) Zeigen Sie, dass 1, 9, @3 linear unabhéngig sind und finden Sie jene zwei Funktionen aus M, die
bereits orthogonal aufeinander stehen. a): 2 P.

Wir zeigen, dass aus ay; + bps + cp3 =0 a = b = ¢ = 0 folgt. Auf den Intervallen [0, 1] und
[3,4] sind genau ;1 bzw. ¢3 ungleich 0, somit muss a = ¢ = 0 gelten. Daraus muss schlieflich
aber b = 0 folgen.

Es gilt, dass (¢1,93) =0, da ¢1(x) p3(z) = 0 Va gilt. ¢ und @3 stehen also bereits orthogonal
aufeinander.

b) Geben Sie eine Orthogonalbasis von U an. b): 3 P.

Es fehlt noch, ¢, auf die bereits gefundenen (orthogonalen) Basisfunktionen zu

orthogonalisieren:
.7 (¢2, 1) (¢2,3)
Wz = P2 — Y1 — ¥3,
(SOIJ 991) (%037 993)
mit
? ! 11
(1, p2) —/ (—x+2)(x—1) dx—/ (1—2z)xdr= 573~ (2, p3)
1 0
und
2 ! 2 2
(1,01) = (@3, 03) = [|onl :2/ o dr =3
0




Insgesamt gilt

1 3 1 3 1
902—6'5901—6'5@3:%02—1(%4-%03)
(0 z <0 (0 z <0
1 0<r<l1 I 0<r<l1
—r+1-241 1<z<2 [J-243 1<z<2
r—3+2-1 2<p<3 |Z_I 2<s<3’
—1+1 3<xr <4 —7+1 3<x<4
L0 4<z 0 4<z

Normieren Sie die in a) gefundenen, aufeinander orthogonal stehenden Basisfunktionen und skizzieren
diese gemeinsam mit der dritten, in b) orthogonalisierten Funktion. c): 1P.

Funktionen

NI

Die Norm wurde bereits in b) berechnet: |¢,[|* = % und erhalten damit als orthonomierte

3 3
by =/ = by i =41/ =s.
1 \/;4,01, 3 \/g(pfﬂ




e Aufgabe 2.

a) Ermitteln Sie mit einem Separationsansatz die allgemeine Losung des Problems : a): 3 P.

U (2, 1) + Tug(x,t) — bu(z, t) = 0| wu(z,t), x €[0,7], t >0

Hinweis: Die allgemeinen Losungen folgender Differentialgleichungen konnen als bekannt vorausge-
setzt werden:

¢"(z) +a®p(x) =0 — ¢(x) = Acos(ax) + Bsin(ax) (a, A, B € R)
¢'(r) = ad(x) — o(x) =Ce"” (a,C € R)

e — (-T) % 45=) |NeR
A<0— —p?2<0
Gpe + 12> 0 =0 — ¢(x) = A cos(ux) + B sin(ux)

—A+5

b= G o () =TT O

A B,CeR




b) Benutzen Sie folgende Zusatzbedingungen, um die konstanten Faktoren zu bestimmen.

1
uz(0,t) =u(mt) =0, u(z,0)= % oS (3;) + 108 <57x)

Schreiben Sie die vollstandige Losung u(zx,t) an.

Hinweis: Anfangsbedingung — Koeffizientenvergleich!

b): 3 P.

$.(0)=0=B — B=0

d(r) =0=Acos(ur) A£0 — cos(ur) =0
pr=((k+3)m | k=0,1,2...

p=k+1i = A=—(k+1)?

() = 3232y A cos((k + 3) )

u(z,t) = o(x) Y(t) = 350, Cy cos((k + 3) x) e 7 !

u(e,0) = § cos(§) + § cos(§) = 332 O cos((k + 3) @)

1 C,=AC

u(z,t) =3 e cos(3) + 1 e cos(%)




e Aufgabe 3. Die Bahn eines Asteroiden sei durch die Gleichungen

beschrieben, wobei x > 0 gelten soll. Gesucht ist in dieser Aufgabe jene Position des Asteroiden, an der
er der Erde am néchsten kommt. Nehmen Sie die Erde als Kugel im Ursprung mit Radius 2 an.

a) Stellen Sie das entsprechende Extremwertproblem auf, sowie das Gleichungssystem, dessen Losung
die gesuchten Koordinaten (z,y, z) liefert. a): 2 P.

Zu minimieren ist die Grofe \/m — 2. Das ist jedoch dquivalent dazu, die Zielfunktion
flz,y, 2) =2+ + 22
zu minimieren. Die Nebenbedingungen lauten
o1(x,y,2) =22 —y* —4=0
pa(x,y,2) =2z — %ﬂv—i—y =0.

Es miissen daher zwei Lagrange-Multiplikatoren A;, Ay eingefiihrt werden, die
Lagrange-Funktion ergibt sich zu:

1
Flz,y,2) =2 + " + 22 + M(2° — 9> —4) + Aoz — sz + ).

2
Als notwendige Bedingung fiir eine Extremalstelle muss VF = 0 gelten, damit lautet das
Gleichungssystem:
2z + 2)\12 + )\2
2r — %/\2
2y —=2My+ A | =0
22 —y? -4
z—3r+y

b) Driicken Sie mithilfe des Gleichungssystems die gesuchten Koordinaten nur durch die (noch unbe-
kannten) Lagrange-Multiplikatoren aus. b): 1 P.

Aus der ersten Gleichung folgt: z = —m. Aus der zweiten Gleichung folgt: © = %. Aus der
A2

dritten Gleichung folgt: v = — 55T




¢) Bestimmen Sie die Werte der Lagrange-Multiplikatoren und der Koordinaten (z,y, z) der Losung.
Die Minimalitédtseigenschaft muss dabei nicht explizit nachgewiesen werden. c): 3 P.

Einsetzen der in b) gefundenen Darstellungen von (z,y, z) fithrt auf die zwei Gleichungen

—\ P S =0
N2+ M) 8 21N/

i ((1 v —1A1>2) -

fiir die zwei Unbekannten A, As.

Die erste Gleichung ist entweder fiir Ay = 0 oder <m + % + m) = 0 erfullt. Ay = 0 kann

aufgrund der 2. Gleichung ausgeschlossen werden. Es muss daher (nach Multiplikation mit
(14 X)(1—A;) =1— )} auf beiden Seiten)

1 1 1 9 1

gelten.
Um die zweite Gleichung aufzulosen, wird auf beiden Seiten mit
4(14 X1)2(1 — A1)? = 4(1 — A?)? multipliziert und man erhilt

M((1=X)?=(1+A)?) = 16(1=X3)% & A3(1—=2X\ + AT —1-2X0; = \}) = 1024 & —4 3\, = 1024.

Damit das moglich ist, muss 0 > —3 = \; gelten. Daraus ergibt sich

16 _ 16
VA YEEVE)

wobei Ay = 4x nicht-negativ sein soll und daher \; = % gilt.
Einsetzen ergibt fiir die Koordinaten

Ao ==+

4 16 2 16 4

BRI TR U TR TRV |




d) Zusatzpunkt: Wie lauten die Koordinaten des Punktes auf der Erde, dem der Asteroid am néchsten
kommt? c): +1 P.

Die Koordinaten erhalt man einfach durch Normieren des Ortsvektors

P=—|[-2
EAW!

auf Norm 2. Die Norm berechnet sich zu || P|| = v/36/v/3. Der auf den Radius normierte Vektor
und damit der gesuchte Ortsvektor lauten damit

1
X=-1-2

3\ 4




