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— Sie konnen den Taschenrechner verwenden. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min.

1T FAMILIENNAME

1T Vorname

T Studium / Matr.Nr.

3. gesamt

Punkte

mazimal 18

Tragen Sie bitte oben Thre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen ,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt ausfiihrlicher Zusammenfassung des Losungweges

ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt.



e Aufgabe 1. Gegeben sei die Differentialgleichung

Z(t) =eta(t), (0)= g
a) Geben Sie eine zur Differentialgleichung equivalente Integralgleichung an a): 1P.
e b
z(t) = = —I—/ e 2x(s)ds
2 Jo
b) Berechnen Sie x1, x5 und x5 der Picarditeration, mit dem Startwert z((t) = 5. b): 3,5 P.
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c¢) Wie lautet die exakte Losung der Integralgleichung?
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e Aufgabe 2.

Gegeben sei die Funktion

—x - cos(x), z € [—m0),
f(z) =<0, x =0,

z-cos(x), x€[0,m).
Entwickeln Sie die Funktion f in ihre trigonometrische Fourierreihe.
Hinweis 1: cos(z) - cos(y) = 5 - (cos(z + y) + cos(z — y))

Hinweis 2: [ x - cos(ax)dr = £ -sin(ax) + = - cos(ax) o # 0

6 P.

Die Funktion f gerade, da gilt:
f(=x) = f(z) = by =0

ag = %/_ﬂ f(z) cos(kx)dx

Da die Funktion gerade ist, kann das Integral umgeschrieben werden:

ap = %/_:rr f(z) cos(kzx)dx = %/Oﬂ f(x) cos(kx)dx
ar = %/ﬂ x - cos(x) cos(kx)dx
0
— Hinweis 1
a = %/Wx - (cos((k + 1)zx) + cos((k — 1)x))dx
0

a = % {/wa -cos((k + 1)x)dx + /;fl:cos((k — 1)) | dzx




— Hinweis 2

ay = % [k i psin((k+ D)+ +1 rys sl Do)+ —psin(k = 12) +

k1
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Hinweis 1
2 (7 1 [
a;=— [ x-cos(z)cos(x)dr = — | x-(cos(2z)+ 1)dx
T Jo T Jo
1 sin(2x) "+ cos(2x) "+ w2 7r
ap=—|z- —|==
Yo 2 o 4 o]
2 [7 2 ) T x 2 4
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e Aufgabe 3.

a) Betrachten Sie die Folge { f,}nen definiert durch a): 3 P.
folz) =2", x€]l0,1].
e Zeigen Sie, dass { [, }nen eine Cauchy-Folge in (C[0, 1], - ||1) ist.
e Zeigen Sie, dass f(x) = 0 eine Grenzfunktion beziiglich || - ||; ist.
e Zeigen Sie danach, dass diese Grenzfunktion nicht die Grenzfunktion beziiglich || - || ist.

Die Folge { f,, }nen ist monoton fallend, daher gilt fiir n < m:

1 1
1
n — Jmlll = " —a"|dr < "dx = .
R e

Wiéhle nun N (e) so, dass W < ¢, dann gilt

[ fo = fmlli <€ Vn,m > N(e).

Die Grenzfunktion ist f(x) =0, da

1 n—oo

1
o= fla = [ la"lde = — =0,

f(z) = 0 ist nicht die Grenzfunktion beziiglich || - ||, da

I fo — flloo = sup |z"|=1 Vne€N.
z€[0,1]




b) Betrachten Sie fur 7' € (0,1) die Integralgleichung b): 3 P.

z(t)=1-— 3/t s’z (s)ds, t€[0,T].

Zeigen Sie mit Hilfe des Banach’schen Fixpunktsatzes, dass diese Gleichung eine eindeutige Losung
z € C[0,T] besitzt.
Dazu:

e Schreiben Sie die Angabe als Fixpunktproblem Fx = z mit einem Operator
F(C0, T - Nloe) = (€10, T - loo)-
Hinweis: Der Beweis, dass Fax € (C[0,T],] - ||loo) fir x € [0,T],] - ||oo) darf entfallen.

e Beweisen sie danach, dass F' eine Kontraktion ist.

Definiere den Operator F fiir x € C[0,T] durch

(Fx)(t)=1— 3/0 s (s)ds.

F' ist Kontraktion auf (C[0, 7], - |ls):

|Fxy — Fxslloe = sup
te[0,7

t
< sup 3 [ anls) -~ ma(o)lds
0

te[0,7)

t ¢
1-— 3/ s*ri(s)ds — 1+ 3/ s%wy(s)ds
0 0

T

<||z1 — 23| - 3/ s2ds
0

= T%||21 — 2l

Da T € (0,1) folgt T3 < 1 und damit ist F eine Kontraktion.
Damit folgt aus dem Banach’schen Fixpunktsatz die Existenz eines eindeutigen x € C[0, T mit
Fax = x, also existiert eine eindeutige Losung der Integralgleichung.




