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ANALYSIS II FOUR TPH, UE (103.091)
1. Haupttest (FR, 20.05.2022) (mit Lisung)

— FEin einfacher Taschenrechner ist erlaubt. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1T Vorname T Studium / Matr.Nr.

Tragen Sie bitte oben Thre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden
eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen ,

und tragen Sie dann erst IThre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. o



e Aufgabe 1. Gegeben sei eine Funktion f(z,y) : R xR — R

f(z,y) =y* + 2 — 2’y + 2

a) (1 Punkt)

Berechnen Sie den Gradienten sowie die Jacobi Matrix von f(z,y).

1 —2zy + 22
o Vf(xy) =< / )

2y — 22

st = (V)




b) (3 Punkte) Verwenden Sie das Newtonverfahren um die Gleichung V f = (0,0)” zu lsen. Berechnen
Sie die erste Iteration mit dem Startwert (zo, o) = (2, 1) und geben Sie die Koordinaten (z1,y;) an.

b) Das folgende lineare Gleichungssystem ist zu lsen:

(32 4) (3)--w(3)
(2432

Auflosen der obigen Gleichung nach Az, Ay

) (3Y- () -2 ()




c¢) (2 Punkte) Berechnen Sie ebenfalls die zweite Iteration und geben sie die Koordinaten (xq,ys2) an.
Diese konnen auch ndherungsweise berechnet werden.

¢) Das zu losende Gleichungssystem:
=2y +2 21 Az \ T
(s ) () - ()
1/ -2 13\ (Az\ _1[12
4\ —13 8 Ay ) 64\ -9

Auflésen der obigen Gleichung nach Az, Ay

()=0) ()
v )\ Ay
zp\ 1/ 13 N 1 21\ _ [ 1.61791
y2 ) 8\ 10 2060 \ 174 ]~ \ 1.30878
1.61803)

. .o . x ~
Die exakte Losung lautet: ( Y ) ~ ( 1.30902




e Aufgabe 2.

Gegeben sei das Skalarfeld:

3 1
flz,y) = g In (cos®(z) — sin®*(z)) + z — 5Y + sin®(y)
a) (2.5 Punkte) Berechnen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix des Skalarfeldes f in einem Punkt
(z, y) und bestimmen Sie die Bereiche des R?, in denen die Funktion f elliptisch, parabolisch oder
hyperbolisch ist.

e Der Gradient des Skalarfeldes lautet:

Vi(z,y) = (_fnt(aéz(ff); 1)

e Die Hesse-Matrix lautet:

23 0
Hf(z,y)=| cos?(22)
0 2 cos(2y)

e Durch das Hauptminorenkriterium konnen wir die Art der Punkte in verschiedenen
Bereichen feststellen:

23
My = ——2Y2
! cos?(2z) <0 V()
_4\/5005(2y)

]\/[2 = det(Hf(ﬂfa y)) = COS2(2I>

=

— Y€ [0, %), x beliebig: Die Hesse-Matrix ist indefinit und daher ist f in diesem
Bereich hyperbolisch.

-y = %, x beliebig: Die Hesse-Matrix ist singuldr und daher ist f in diesem Bereich
parabolisch.

-y> %, x beliebig: Die Hesse-Matrix ist negativ definit und daher ist f in diesem
Bereich elliptisch.




b) (2 Punkte) Bestimmen Sie alle stationdren Punkte von f. Handelt es sich dabei um Minima, Maxima
oder Sattelpunkte? Begriinden Sie Thre Antwort.

Um die stationdren Punkte zu finden, miissen wir das folgende Gleichungssystem losen:

$ fly) = (—\/gtan(2x) + 1) _ (8)

sin(2y) — 3

e Aus der 1. Gleichung folgt:

V3 T
tan(2r) = —- ==
an(2z) 3 = x 15
e Aus der 2. Gleichung folgt:
1 5%
1 2 —_ - —_ — —_ —
sin(2y) ) =y N oder y 15

T 5T
127 12
Sattelpunkt (wegen y < 7) und der 2. Punkt ein lokales Maximum (wegen y > 7) darstellt.

Daher sind die statiodren Punkte (%, 17T—2) und < ), wobei der 1. Punkt einen




c¢) (1.5 Punkte) Entwickeln Sie f in das Taylorpolynom 2. Grades um den Punkt (zo,v0) = ({5, 75)-

Das quadratische Taylor-Polynom hat die Form:

T(zo + h,yo + k) = f(x0,90) + V f(20,0) - <Z) + % (b k) H (o, 0) (Z>

Aus Unterpunkt (b) wissen wir, dass der Gradient an der Stelle (z9,%0) = ({5, 15)

verschwindet. Das heifit, dass wir nur noch f und Hf an der Stelle (zy, y9) ausrechnen miissen.

f<1,1>_£1n<£>+iﬂ+1(1_£>

12712 2 2 24 2 2
1 0
T i —_—
M) = va
0 V3

Nach Einsetzen in die obigen Formel bekommen wir:

v3 (ﬁ>+ ! ! (1—\/—§>—ih2+\/—§k2

2
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(%o +hsyo + F) " 24" 3 2 V3 2
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e Aufgabe 3.
Gegeben sei das Skalarfeld f: R? — R, f(z,y) = e* % + cos(x) — 4sin(y).

a) (2 Punkte) Untersuchen Sie nach wie vielen Koordinaten Sie f allgemein gleichzeitig auflosen konnen.

Nach welchen Koordinaten konnen Sie f(z,y) = —4 um den Punkt (7, %) implizit auflésen? Be-

griinden Sie ihre Antworten mit Argumenten, die auch fiir den allgemeinen Fall zutreffen kénnen.

Wir iiberpriifen die Voraussetzungen um implizit auflésen zu kénnen.
e Punkt auf der Niveaufliche?

f(w,g):1—1—4:—4\/

e stetig partiell differenzierbar in einer Umgebung des Punktes?

S B

—2e*"% — 4 cos(
° g—i, g—z invertierbar?
Skalare — # 0.
v (Wg> - (—12> v

Wir haben eine Gleichung f(z,y) = ¢ — konnen nach einer Koordinate auflosen. Alle
partiellen Ableitungen sind im Punkt ungleich Null — kénnen nach z(y), y(x) auflésen.




b) (4 Punkte) Approximieren Sie die implizite Funktion der y-Koordinate in 2. Ordnung um (7,
die Approximation 2. Ordnung stetig (beziiglich einer Verschiebung des Entw1cklungspunktes)

7). Ist

Wir suchen die Ableitungen erster und zweiter Ordnung von y(z).

1= 5o 4 G Was = (4 Sy s o

0y dx 0 83/
af of g_f e® % — sin(z)
—+ =y =0 = —5% =
ot dy v= V= g—g 2¢*=2 + 4 cos(y)
,, T 1
Yy (7T7 5) - 5

Da die partiellen Ableitungen von f als Funktionen von z und y stetig sind, ist der lineare
Term in der Entwicklung stetig beziiglich einer Verschiebung des Entwicklungspunktes.

o — e” %Y — cos(w) —2e* 2
F= —2e* % 4”2 + 4 sin(y)

ox 8y

’f of [ of \N_o*f  of , Ff , Pf ., 0f,
dz? ( oy > 02 * 8yaxy i ﬁxﬁyy + Oy? ()" + 8_yy

=" — cos(z) — 4"y + (4e"% + 4sin(y)) (v')* — (26" + 4 cos(y))y" =0

Da die Hessematrix von f als Funktionen von z und y stetig ist, ist der quadratische Term in

der Entwicklung stetig beziiglich einer Verschiebung des Entwicklungspunktes.

d2
d‘é(w,ﬂ>2 20" =0 = ¢ =1

—_

Ty (@) = 9o+ o/ (@0)(z — 20) + g3/ (w0)(z — o)’ = & + (z —7) + (& — )’

[\]




Alternativ konnen wir den analytischen Ausdruck fiir ¢y direkt ableiten. Dabei miissen wir
beriicksichtigen, dass y eine Funktion von z ist und wir innere Ableitungen erhalten.

, d , 1d e @) —gin(x)
V' =’ T 2drew@ 1 2 cos(y(x))

T—2 T—2 v2 .
1 [er __ze Yy’ —cos(z)  e" ¥ —sin(x) 5 (€772 — 26"y — 2sin(y)y')
B e*=2y + 2 cos(y) (er2v 4 2 cos(y))
1[e®—2e%L +1 e’ —0 L
" _ = 2 — 0 =25 - 5) =1

1 ™ 1
Tyy(x) = yo + ' (z0)(x — o) + 5?/,(55‘0)(96 —ag)? = Tty




